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105 學年度普通型高級中等學校數理及資訊學科能力競賽物理科決賽 

筆試試題（一） 

編號：      . 

 

說明：（1）請先核對答案卷上之編號和你的編號是否一致。 
（2）本試題卷共六大題，請依題號在答案卷上指定位置作答，

試題卷需隨答案卷繳回。 
 

【第一題】 

一艘外星太空船停泊在地球正上方，如下圖所示。該太空船由質量 2m 與 m 

的分離艙所組成，兩者之間由與地球半徑 (RE) 等長且質量可忽略之剛體通道相

連接。通道平行 x 軸，地心為座標原點。假設質量 m 之物體在地表所受的重力為

W。 

(a) 作用於太空船之淨重力的大小為何 (以 W 表示)？ (5 分) 

(b) 作用於太空船之淨重力的方向與 -y 方向之夾角為幾度？ (5 分) 

(c) 太空船相對於自身質心的淨力矩大小為何 (以 W 及 RE 表示)？ (5 分) 

(d) 太空船自身的重心與質心距離大小為何 (以 RE 表示)？ (10 分) 

 
 

2m m 
RE 

RE 

地  球 

y 

x 
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【第二題】 

(a) 假如形電阻器網路 (下圖左) 可以轉換成等效的星形電阻器網路 (下圖右)，

請問 RA、RB、RC 的電阻值為何？ (以 R1、R2、R3 表示) 

提示：形網路的 AB/BC/AC 端點間的等效電阻值，與對應的星形網路之

AB/BC/AC 端點的等效電阻值相同。 (10 分) 

 

(b) 將 9 個 1的電阻，組合成下圖之電阻器網路。利用小題 (a) 的結果，計算

AC 端點的等效電阻值。 (10 分) 

 

(c) 將 27 個 1的電阻，組合成下圖之電阻器網路，計算 AC 端點的等效電阻值。 

(5 分) 
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【第三題】 

一面積為 A，厚度為 X 的導熱平板 (如圖 1 所示)，若其兩面分別接觸不同

溫度的流體中，其中高溫 (TH) 的流體跟低溫 (TC) 的流體的對流熱導係數分別

為 hH 與 hC 。一般導熱平板的熱傳導率 (rate of heat flow) 以 ݍS ൌ
୏

ଡ଼
∙ A ∙ ΔT (單

位為 W) 來表示，其中 ΔT 為平板兩面的溫度差，K 為平板的熱導係數。若流體

的對流傳熱率以 qL ൌ h ∙ A ∙ ΔT (單位為 W) 來表示，其中 ΔT 為液體與接觸面

的溫度差，h 為液體的對流熱導係數。則整個系統 (置於不同溫度液體中的導熱

平板系統) 之熱傳導率可以用 q୘ ൌ U ∙ A ∙ ΔT (單位為 W) 來表示，其中 U 為整

個系統的熱傳導係數。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

一般冷卻用的熱交換器 (heat exchanger)，是利用不同溫度的液體在相鄰的

金屬管中流動，而將熱量由高溫管中的液體，經過管壁傳到相鄰的低溫管中的液

體，而達到使高溫管的液體降溫的目的。 

圖 2 所示為一種稱為並流型的熱交換器，其冷水與熱水流向相同。若假設在

整個過程中，兩導管之間的整體熱傳導係數 U 為定值，兩導管中所流動的液體

比熱 (高溫液體 ܿு 及低溫液體 cc ) 為常數，管中熱、冷液體的流量為定值，且

在整個系統與外界隔熱的情況下， 

(a) 請試著將整個系統的熱傳導率以液體進入端的冷熱溫度差、液體流出端的冷

熱溫度差、以及兩管間的接觸面積 A 及 U 來表示。 (18 分) 

(b) 若現在將一流量為 18 kg/s 且溫度為 105oC 的高溫液體 (比熱為 3.4 kJ/kg·K) 

以 25oC 的低溫水 (比熱為 4.2 kJ/kg·K) 來冷卻，使其在出水口時的高溫液

體溫度降至 45oC，而冷卻水的溫度在出口處為 40oC，則冷卻水的流量需為

Thi

Tci

Tho 

Tco 

圖 1 圖 2 

x 

A 

TH TC 
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多少？ (4 分) 

(c) 若接觸面的厚度為 3mm，接觸面材料的熱導係數 K 為 220 W/m·K，高溫液

體 hH 為 2500 W/m2·K，低溫冷卻水的 hC 為 1200 W/m2·K，在不計接觸面

的曲率下，所需的接觸面面積為多少？ (3 分) 

 

 

【第四題】 

一個透鏡系統，由兩個聚焦透鏡組合而成，第一個透鏡的焦距 20cm，第二

個透鏡的焦距 10cm，這兩個透鏡間相距 20cm。 

(a) 在距離第一個聚焦透鏡前面 100cm 處，放置一個物體於 O 點，光線傳遞經過

第一個與第二個透鏡後，成像在 P 點。試求此物體通過第一個透鏡成像的像

距？P 點與第二個透鏡的距離 q2？在 P 點的成像放大率？ (10 分) 

 

(b) 承 (a) 小題，且此物體以速度 10cm/s 遠離透鏡系統。試求成像 P 點與第二個

透鏡間的距離 q2隨著時間變化的關係函數 2 ( )q t ？成像移動的速度？ (15 分) 

 
 

 

【第五題】 

某深海潛水員 A 之體重加上裝備之總質量為 150 kg，總體積為 0.1	mଷ。當

執行深海潛水任務時，A 身上繫一繩索並懸吊於海面之船上，海水密度為
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1000	kg/mଷ。此繩索長度為 100 m，直徑 2 cm，繩索線密度為 1.1 kg/m。當 A

完成任務時，他會抖動繩索以通知海面工作人員，將其吊返海面。 

(a) 請問離潛水員 y 處 (如下圖所示) 繩索之張力為何？ (16 分) 

(b) 請估計抖動訊號傳回海面所需時間為何？ (9 分) 

 

 

【第六題】 

一支質量不計的輕鋼棒，兩端連接著兩個質量均為 m 的小球，此鋼棒被彎折

成直角。在牆上垂直釘入一支鐵釘，將鋼棒轉折處掛在鐵釘上，鋼棒與牆並無接

觸。一開始以手撐住使鋼棒靜止，鉛直部份長度是水平部份的兩倍，如圖 1 所示。 

 

100 m 

y

圖 1 

x

y
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現在將手放開，請問在放開的瞬間，鋼棒對鐵釘施力的方向及大小為何？ 

(重力加速度為݃，忽略鐵釘與鋼棒間的摩擦力。) （25 分） 
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105學年度普通型高級中等學校數理及資訊學科能力競賽物理科決賽 

筆試試題（一）參考解 

【第一題參考解】 

(a)  

ଶܹ௠ ൌ
ܯܩ ൈ 2݉
ሺ2ܴ௘ሻଶ

ൌ
ܹ
2
 

 

௠ܹ ൌ
ܯܩ ൈ݉

ሺ√5ܴ௘ሻଶ
ൌ
ܹ
5

 

ΣW ൌ ඥሺ ௠ܹ sin ሻଶߠ ൅ ሺ ௠ܹ cos ߠ ൅ ଶܹ௠ሻଶ 
 

ൌ ටቀ
ଵ

ହ
ൈ √ହ

ହ
ቁ
ଶ
൅ ቀ

ଵ

ହ
ൈ

ଶ√ହ

ହ
൅

ଵ

ଶ
ቁ
ଶ
W 

 

= 0.6848W 
 

(b) 

α ൌ sinିଵ ௠ܹ sin ߠ
0.6848ܹ

ൌ sinିଵ 0.1306	
 

ൌ 7.505௢	
	

(c) 

Στ ൌ
ܹ
2
ൈ
ܴ௘
3
െ
ܹ
5
ൈ
2ܴ௘
3

ൈ cos 	ߠ
 

ൌ
25 െ 8√5
150

ܹܴ௘	
 

ൌ 4.741 ൈ 10ିଶܹܴ௘	
	

(d) 
0.6848W ൈ L ൈ cos ߙ ൌ 4.741 ൈ 10ିଶܹܴ௘	
 

L ൌ
4.741 ൈ 10ିଶ

0.6789
ܴ௘ ൌ 6.983 ൈ 10ିଶܴ௘	

 

θ 

α 
W2m 

2Re 

m2m 

質心 
Re/3 

重心 

2Re/3

Wm 

ƩW 



 第 11 之 2 頁

【第二題參考解】 

(a) 

ە
ۖ
ۖ
ۖ
۔

ۖ
ۖ
ۖ
஺ܴۓ ൅ ܴ஻ ൌ

1
1

ܴଵ ൅ ܴଷ
൅
1
ܴଶ

ൌ
ܴଵܴଶ ൅ ܴଷܴଶ
ܴଵ൅ܴଶ ൅ ܴଷ

ܴ஻ ൅ ܴ஼ ൌ
1

1
ܴଵ ൅ ܴଶ

൅
1
ܴଷ

ൌ
ܴଵܴଷ ൅ ܴଶܴଷ
ܴଵ൅ܴଶ ൅ ܴଷ

ܴ஺ ൅ ܴ஼ ൌ
1

1
ܴଶ ൅ ܴଷ

൅
1
ܴଵ

ൌ
ܴଶܴଵ ൅ ܴଷܴଵ
ܴଵ൅ܴଶ ൅ ܴଷ

 

 

⟹

ە
ۖ
ۖ
ۖ
۔

ۖ
ۖ
ۖ
஺ܴۓ ൌ

ܴଵܴଶ
ܴଵ൅ܴଶ ൅ ܴଷ

ܴ஻ ൌ
ܴଶܴଷ

ܴଵ൅ܴଶ ൅ ܴଷ

ܴ஼ ൌ
ܴଷܴଵ

ܴଵ൅ܴଶ ൅ ܴଷ

	

 
(b) 
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(c) 
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【第三題參考解】 

(a) 高溫液體所損失的熱將會等於低溫液體所吸收的熱，也就是說熱

量傳輸率(rate of heat transfer)可分別表示為 
 

q ൌ െ ሶ݉ ுܿுሺ ௛ܶ௢ െ ௛ܶ௜ሻ, q ൌ ሶ݉ ௖ܿ௖ሺ ௖ܶ௢ െ ௖ܶ௜ሻ 
 

其中
ௗ௠ಹ

ௗ௧
ൌ ݉ுሶ 與

ௗ௠಴

ௗ௧
ൌ ݉௖ሶ 分別為高低溫液體流量 

Thi, Tho分別為熱水管進、出的溫度而 Tci ,Tco, 分別為冷水管進、

出的溫度。 
 

在熱交換器的任何一點上，如圖所示。 

 

 

 

 

 

 

 

整體的熱交換率 

ݍ ൌ ݄௛ܣሺ ௛ܶ െ ଵܶሻ				݄ݐ݋	݂݈݅݉ 

ݍ ൌ
݇
ݔ
ሺܣ ଵܶ െ ଶܶሻ			݈݀݅݋ݏ	݈݈ܽݓ 

ݍ ൌ ݄௖ܣሺ ଶܶ െ ௖ܶሻ			݈ܿ݀݋	݂݈݅݉ 
 

ሺ௦௢௟௩௘ሻ
ሱۛ ۛۛ ሮ ݍ ൌ

ሺܣ ௛ܶ െ ௖ܶሻ

ቀ
1
݄௛

൅
ݔ
݇ ൅

1
݄௖
ቁ
ൌ  		ܶ∆ܣܷ

因此 
1
U
ൌ

1
hୌ

൅
x
K
൅
1
hେ

 

則在此小區域內的熱交換率為 

δq ൌ െmୌሶ cୌδT୦ 

δq ൌ mୡሶ cୡδTୡ 

δq ൌ UሺT୦ െ TୡሻδA 
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整理一下 

δ ௛ܶ ൌ െ
ݍߜ
݉௛ሶ ܿ௛

 

ߜ ௖ܶ ൌ
ݍߜ
݉௖ܿ௖

 

⇒ ߜ ௛ܶ െ ߜ ௖ܶ ൌ െݍߜ ൬
1

݉௛ሶ ܿ௛
൅

1
݉௖ሶ ܿ௖

൰ 
 

ሺߜ ௛ܶ െ ௖ܶሻ ൌ െܷܣߜሺ ௛ܶ െ ௖ܶሻ ൬
1

݉௛ሶ ܿ௛
൅

1
݉௛ሶ ܿ௖

൰ 
 

⇒
ሺߜ ௛ܶ െ ௖ܶሻ
ሺ ௛ܶ െ ௖ܶሻ

ൌ െܷܣߜ ൬
1

݉௛ሶ ܿ௛
൅

1
݉௖ሶ ܿ௖

൰ 
 

再將上式積分得 

logሺ ௛ܶ௢ െ ௖ܶ௢ሻ െ logሺ ௛ܶ௜ െ ௖ܶ௜ሻ ൌ െܷܣ ൬
1

݉௛ሶ ܿ௛
൅

1
݉௖ሶ ܿ௖

൰ 

把上式熱交換率中的流量帶入 

logሺ ௛ܶ௢ െ ௖ܶ௢ሻ െ logሺ ௛ܶ௜ െ ௖ܶ௜ሻ ൌ െܷܣ
ሺ ௛ܶ௜ െ ௛ܶ௢ሻ ൅ ሺ ௖ܶ௢ െ ௖ܶ௜ሻ

ݍ
 

⇒ log∆ ଶܶ െ ∆݃݋݈ ଵܶ ൌ UA
∆ ଶܶ െ ∆ ଵܶ

ݍ
 

∴ 						q ൌ UA
∆ ଶܶ െ ∆ ଵܶ

∆݃݋݈ ଶܶ െ ∆݃݋݈ ଵܶ
 

ݍ					ݎ݋ ൌ ܣܷ
∆ ଶܶ െ ∆ ଵܶ

݃݋݈
∆ ଶܶ
∆ ଵܶ

 

 

(b) 

q ൌ െ ሶ݉ ுܿுሺ ௛ܶ௢ െ ௛ܶ௜ሻ, q ൌ ሶ݉ ௖ܿ௖ሺ ௖ܶ௢ െ ௖ܶ௜ሻ 

18 kg/s × 3.4 kJ/kg·K × (105-45) K 

= 4.2 kJ/kg K × (40-25) K × ሶ݉ ௖ 

= 3672 kW = q 

ሶ݉ ௖ = 58.28 kg/s 
 

 (c) 
1
ܷ
ൌ

1
݄௛

൅
ݔ
݇
൅
1
݄௖
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U ൌ 802
ܹ
݉ଶܭ

 

將數據帶入 

q ൌ UA
∆ ଶܶ െ ∆ ଵܶ

݃݋݈
∆ ଶܶ
∆ ଵܶ

 

3672 kW = A × 802 W/m2K × ((5–80)/log(5/80)) 

= 49953 × A 

A = 73.5 m
2
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【第四題參考解】 

 (a) 

令物體至第一個透鏡的物距 1 (100)p cm ， 像距 1q  

1 1 1

1 1 1

p q f
 

	

1

1 1 1

100 20q
 

	
1 25q cm 	

第二個透鏡的物距 2 20 25 5p     ，像距 2q  

2 2 2

1 1 1

p q f
 

	

2

1 1 1

5 10q
 

 	

2

10

3
q cm

	
放大率為像高與物高的比例關係，正比於像距與物距的比例關

係 

1 2
1 2

1 2

25 10 / 3 1
( )( ) ( )( )

100 5 6

q q
m m m

p p
      

 	

 

(b) 

令物體至第一個透鏡的物距 1 (100 10 )p t cm  ， 像距 1q  

1 1 1

1 1 1

p q f
 

	

1

1 1 1

100 10 20t q
 

 	

1

20(10 )

8

t
q

t




 	
相對第二個透鏡的物距 

1

20(10 ) 40
20

8 8

t
p

t t

 
  

   

2 2 2

1 1 1

p q f
 
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2

8 1 1

40 10

t

q


 

 	

2

400
( )

12
q t

t


 	
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【第五題參考解】 

(a) 離潛水員 y處繩索之張力 

潛水員重量െ潛水員所受浮力൅	=	ܨ  長繩索重量ݕ

െݕ長繩索所受浮力 

潛水員重量 ൌ 150ሺ݇݃ሻ ൈ 9.8ሺ݉/ݏଶሻ ൌ 1470ሺܰሻ 

潛水員所受浮力 ൌ 1000 ൬
݇݃
݉ଷ൰ ൈ 0.1ሺ݉ଷሻ ൈ 9.8 ቀ

݉
ଶݏ
ቁ 

 

ൌ 980ሺܰሻ 
y 長繩索重量ൌ1.1ሺ݇݃/݉ሻ ൈ ሺ݉ሻݕ ൈ 9.8ሺ݉/ݏଶሻ ൌ  ሺܰሻݕ10.78
 

y 長繩索所受浮力ൌ1000 ൬
݇݃
݉ଷ൰ ൈ ߨ ൈ ሺ0.01݉ሻଶݕሺ݉ሻ ൈ 9.8 ቀ

݉
ଶݏ
ቁ 

 

ൌ  ሺܰሻݕ3.08
 

因此，離潛水員 y處繩索之張力 ܨሺݕሻ ൌ 490 ൅  ሺܰሻ	ݕ7.70

 

(b) 繩上橫波之波速 

v ൌ
dy
dt
ൌ ඨ

490 ൅ ݕ7.70
1.1

 

因此訊號傳回海面所需時間 

ܶ ൌ න
ݕ݀
ݒ

ଵ଴଴

଴
	

ൌ න
√1.1

ඥ490 ൅ ݕ7.70
ݕ݀

ଵ଴଴

଴
 

 

ൌ √1.1 ൈ
2

7.70
ൈ ඥ490 ൅ ଴|	ݕ7.70

ଵ଴଴ 
 

≅ 3.64ሺݏሻ 
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【第六題參考解】 

依據牛頓第三定律，鋼棒施予鐵釘的力等於負的鐵釘施予鋼棒的力

F，如下圖。 

 

 

 

 

 

 

 

 

則 ܨറ௡௘௧ ൌ 2݉ റܽ௖௠，其中ܨറ௡௘௧為鋼棒所受之淨力， റܽ௖௠為質心加速

度。另外ܨറ௡௘௧ ൌ റܨ ൅ 2݉ റ݃，所以 

റܨ ൌ 2݉ሺ റܽ௖௠ െ റ݃ሻ。 

要求ܨറ，就得先知道 റܽ௖௠。手放開時，系統開始圍繞著鐵釘做單擺運

動，質心的加速度是以 D為半徑的圓軌道之切線方向，所以 

ܽ௖௠ ൌ 	ߙܦ

α為角加速率。上式只成立在剛放手的一瞬間，之後系統將產生一向

心加速度指向鐵釘。從圖得知 

ܦ ൌ ඨ൬
݈
2
൰
ଶ

൅ ൬
2݈
2
൰
ଶ

ൌ
√5
2
݈	

另外從牛頓第二定律的轉動版本知 

റ߬௡௘௧ ൌ 	റߙܫ

I 為轉動慣量。此系統僅有上方的球產生力矩，所以߬௡௘௧ ൌ ݈݉݃，系

統之轉動慣量為 

ܫ ൌ ݈݉ ൅ ݉ሺ2݈ሻଶ ൌ 5݈݉ଶ	

所以角加速率α ൌ
௚

ହ௟
，質心加速率ܽ௖௠ ൌ

௚

ଶ√ହ
。質心加速度 

റܽ௖௠ ൌ െሺܿߠݏ݋	ݔො ൅ 	ොሻܽ௖௠ݕ	ߠ݊݅ݏ

θ 

 

y 

xl 

2l 
mg 

mg 

c.m. 
acm 

θ 
D 

F 
F 

2mg 

Fnet 
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其中ܿߠݏ݋ ൌ
௟

஽
ൌ

ଶ

√ହ
ߠ݊݅ݏ， ൌ

௟/ଶ

஽
ൌ

ଵ

√ହ
。所以 

റܽ௖௠ ൌ െ൬
2
10
ොݔ	 ൅

1
10
ො൰ݕ	 ݃	

因此 

റܨ ൌ 2݉ ൤െ൬
2
10
ොݔ	 ൅

1
10
ො൰ݕ	 ݃ െ ሺെݕොሻ݃൨ ൌ ݉݃ ൬

െ2
5
ොݔ	 ൅

9
5
 ො൰ݕ	

 

所以鋼棒對鐵釘施力為݉݃ ቀ
ଶ

ହ
ොݔ	 െ

ଽ

ହ
 。ොቁ，值為√3.4݉݃ݕ	
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筆試試題（二） 

編號：      . 

 

說明：（1）請先核對答案卷上之編號和你的編號是否一致。 
（2）本試題卷共六大題，請依題號在答案卷上指定位置作答，

試題卷需隨答案卷繳回。 
 

【第一題】 

水平光滑桌面上放置一個輕質薄墊板，上方靜置一個正立方體、質量為 m 

的均質木塊，初始時整個系統為靜止，如下圖。今以外力將薄墊板自靜止突然向

右拉，考慮以下三種情況。假設木塊與墊板間的靜摩擦係數為 s 、動摩擦係數

為 k ，墊板與桌面間沒有摩擦力，重力加速度為 g 。 

I. 純滑動： 

(a) 若墊板自拉動之初 (時間 t = 0) 至之後

的任何時間 t 都與木塊間始終保持滑動，

則墊板相對於桌面向右的加速度 pa  及速度 pv  須滿足哪些條件？  

(5 分) 

(b) 若在初始 t = 0 時，對墊板施以一個極大的瞬間向右加速度，並使之後   

ݐ ൐ 0 的任一瞬間都讓墊板相對於桌面向右的速度均保持在一個固定值

V 。過程中木塊相對於墊板滑動了一段距離後即停止，求在木塊相對於墊

板停止的瞬間，木塊相對於桌面的位移量。 (4 分) 

(c) 承 (b) 小題，假設木塊相對於墊板停止的瞬間為 st ，畫出「拉墊板的外

力對系統所作之總功 W」隨時間 t 的變化圖。橫軸時間 t 的範圍為零至 

s2t  。 (6 分) 

II. 穩定斜立： 

(d) 今施以固定的力將墊板向右拉，並使木

塊保持 15 度傾斜如右圖，過程中木塊與

墊板間無滑動。求墊板相對於桌面的加速度 pa 。 (3 分) 

(e) 承 (d) 小題，要使該情況得以發生的話， s  的條件為何？ (2 分) 

III. 旋轉： 

15∘ 

桌面 

墊板 
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(f) 今施力使墊板相對於桌面保持固定的向右加速度 pa ，在此固定的加速度

下，若要使木塊在圖中依逆時針方向旋轉 90 度且無滑動，則此加速度 pa  

的範圍為何？ (3 分) 

(g) 承 (f) 小題，要使該情況得以發生的話， s  的條件為何？ (2 分) 

 

 

【第二題】 

圖 1 表示一個長方體容器，裡面放了兩片透明隔板，隔板的厚度極薄可忽略

不計。隔板 AB 與容器底部平面夾一角度 ，並將容器的左下方隔出一個三角柱

形的空間。隔板 BC 與容器底部平面垂直，並將容器的右側隔出一個長方體的空

間。在容器內的三個空間分別注入折射率為 ݊ଵ ൌ √2 與 ݊ଶ ൌ √10 的液體，如

圖 1 所示。在容器的左側底部有一光源 S，若調整夾角 ，使 S 發出來的部分光

線可通過 BC 隔板，射入容器右側的空間，則夾角  應滿足何種條件？ (25 分) 

 

 

 

 

 

 

 

 

【第三題】 

在可壓縮的流體中的小振幅振動就是聲波。聲波會使此流體中有間隔的

壓縮和稀疏的密度及壓力變化，我們可以把流體中某點的壓力 P 和密度 ρ 表

示成： 

ܲ ൌ ଴ܲ ൅ ߩ  ,ܲ∆ ൌ ଴ߩ ൅  ,ߩ∆

其中 ଴ܲ 和 ߩ଴ 是沒有聲波時的平衡態下的壓力和密度，∆ܲ 和 ∆ߩ 是聲

波造成的微小變化，∆ܲ ≪ ଴ܲ, ∆ρ ≪  。 ௦௢௨௡ௗݒ ଴ 。聲波的速度為ߩ

݊ଵ݊ଶ

݊ଵ

C 

A 

B S 
α 

圖 1
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聲波會傳遞能量。 

(a) 由聲波造成的 (在行進波方向) 小振幅振動的速度是 ∆ݒ	ሺ∆ݒ ≪ ， ௦௢௨௡ௗሻݒ

那麼在時間區間 ∆ݐ 內，流體會產生位移 ∆ݔ ൌ ݒ∆ ∙ 對於通過行進波。 ݐ∆

方向上的一個截面積 A 的流體，壓力變化 ΔP 產生的力是 ܨ ൌ ∆ܲ ∙ 。 ܣ

計算此力做的功，並證明：單位面積單位時間內，聲波傳導的功率 q ，或

稱能量流密度 (energy flux density) ，是 

Energy flux density q ൌ ௐ

஺∙∆௧
ൌ ∆ܲ ∙  (3分) ݒ∆

(b) 在時間區間 Δt 內，一個波會通過體積為 ∆ሺvolumeሻ ൌ ሺݒ௦௢௨௡ௗ ∙ ሻݐ∆ ∙ 的 ܣ

流體，使這個體積內的流體增加衝量 ∆݌： 

∆p ≡ ∆ሺ݉ ∙ ሻݒ ൌ ሺݒ௦௢௨௡ௗ ∙ ሻݐ∆ ∙ ܣ ∙  。 ݒ∆ߩ

試證明壓力變化 ΔP 與流體振動速度 Δv 的關係為： 

∆ܲ ൌ ௦௢௨௡ௗݒ ∙ ߩ ∙ ݒ∆ ൎ ௦௢௨௡ௗݒ ∙ ଴ߩ ∙  。 ݒ∆

[hint: 考慮此壓力變化造成的力] (5 分) 

(c) 小幅振動的系統，動能平均會等於位能平均，所以總能量為動能平均的兩倍。

流體單位體積的動能為 
ଵ

ଶ
∙ ଴ߩ ∙ ሺ∆ݒሻଶ 。若總體積為 V ，則全部的振動動能 

Ek 為 ܧ௞ ൌ ሾଵ
ଶ
∙ ଴ߩ ∙ ሺ∆ݒሻଶሿ ∙ ܸ 。所以總能量為總動能的兩倍： 

ܧ ൌ ሾߩ଴ ∙ ሺ∆ݒሻଶሿ ∙ ܸ ，能量密度 (單位體積的能量) 為 ݑ ൌ ଴ߩ ∙ ሺ∆ݒሻଶ 。由 

(a) 與 (b) 的結果，試證明聲波傳遞的能量流密度 q 與能量密度 u 的關係。 

聲波不只會傳遞能量，也會傳遞動量。 (b) 中計算的流體衝量就是流體由波

動得到的動量。對於單位體積的流體來說，得到的動量密度是 

j ൌ
∆ሺ݉ ∙ ሻݒ
∆ሺvolumeሻ

ൌ ߩ ∙ ݒ∆ ൌ ଴ߩ ∙ ݒ∆ ൅ ߩ∆ ∙  ݒ∆

對全部流體來說，第一項所貢獻的總動量為 

∑ ሺߩ଴௜ ∙ ௜ሻݒ∆ ∙ ∆V ൌ ଴ߩ ∙ ሺ∑ ௜ሻݒ∆ ∙ ∆ܸ ൌ 0௜   ，因為全部流體的速度變化量相加

為零。所以流體由波動傳遞得到的動量密度是由第二項貢獻的： 

j ൌ ߩ∆ ∙  ݒ∆ 。  (6 分) 

(d) 聲波的波速與流體的密度變化量與壓力變化量有關，這三個物理量的關係式如下： 

∆ܲ ൌ ௦௢௨௡ௗݒ
ଶ ∙ 利用這個關係式，計算動量密度 j。 ߩ∆ ൌ ߩ∆ ∙ 與 (a) 定義的能 ݒ∆

量流密度 q 的關係。 (6分) 
(e) (i) 試得出聲波傳遞之動量密度 j 與能量密度 ݑ ൌ ଴ߩ ∙ ሺ∆ݒሻଶ 的關係。 (ii) 

將你的結果乘上體積就得到全部聲波的動量 (݌ ≡ j ∙ ܸ) 與能量 (ܧ ≡ ݑ ∙ ܸ) 
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的關係。 (iii) 請將與光波的動量與能量關係比較 ܧ ൌ ݌ ∙ ܿ ，其中 c 為光

波的波速。 (iv) 如果有一聲波的能量為 ܧ ൌ ԰ ∙ ߱ (其中 ߱ ൌ ௦௢௨௡ௗݒ ∙ ݇,

݇ ൌ ଶగ

ఒ
) ，則聲波的動量 p 為何？ (5分) 

 

 

【第四題】 

一帶有電量 +Q 之中空金屬球殼半徑為 R1，試回答下列各題： 

(a) 求該金屬球殼表面與中心電位？ (5 分) 

(b) 計算該金屬球殼的電容？ (當電容器兩端的電位差或電壓 (V) 為單位值

時，儲存在電容器電極的電荷量 (Q)，即為該電容器的電容 (C)，Q=C·V) 

(5 分) 

(c) 已知距球心 r 處 (r > R1) 的電場能量密度 (儲存在單位體積內的電場能量) 

為 (1/2)ε0E2 ，求該金屬球殼建立之電場總能量？ (5 分) 

(d) 另有一帶電量 –Q 之中空金屬球殼半徑為 R2  (R2 > R1) ，與原帶有電量 

+Q 之中空金屬球殼組合為同心球形電容器，求帶正負電金屬球殼間的電

位差？ (5 分) 

(e) 考慮另一種狀況，在固定電位差下，調整同心球形電容器內金屬球殼的半

徑多大時，才能使內金屬球殼表面附近的電場最小？ (5 分) 

 

 

【第五題】 

一水平光滑桌面上有數顆小球 (尺寸大小皆相同，質量 m 則有同有異)、數

條相同彈簧 (質量可忽略，力常數皆為 k，初始皆為原長 ݈଴ 的狀態) 以及一光滑

圓形凹槽 (半徑為 a )，如俯視圖所示，一開始，只有 B 球 (質量 ݉஻	) 向左以速

度大小 ݒ 行進，其他小球則初速皆為零。B 球先後與 A 球 (緊靠另一端已固定

的彈簧且 ݉஺ ≫ ݉஻) 及 C 球 (݉஼ ≪ ݉஻) 發生正向彈性碰撞，接著 C 球與 D, E

兩球 (݉஽ ൌ ݉ா ൌ ݉஼) 發生對稱性彈性碰撞。然後 E 球進入光滑圓形凹槽 (入

射方向為圓之切線方向，進入凹槽前後的重力位能變化忽略不計)， 

(a) 若此時 E 球開始受一吸引力場的作用 (僅限圓形凹槽範圍)，吸引力大小為 
௭⋅௠ಶ

r2  ，方向皆指向 U 點，式中 z 為常數， r 為 E 球到 U 點的距離。U 點

為圓面上的一個定點，其距圓心 O 的距離為 b (b < a)。若 E 球的進入點為
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圓上最靠近 U 點之處，欲使 E 球可完整的繞圓周運動，則 ݒ 至少須超過何

值？ (以 z, a, b 表示之) (8 分) 

(b) D 球接著與 F 球 (݉ி ൌ ݉஽) 發生二維彈性碰撞，若 D 球在碰撞後沿與原入

射方向夾 41o 的方向離開，則 F 球在碰撞後的方向與 D 球原入射方向的夾角

為何？ (5 分) 

(c) 若 D 球在二維彈性碰撞後速度為 ݒ஽ଶ，接著又與 G 球 (݉ீ ൌ ݉஽) 發生正

向彈性碰撞，G 球所連結的彈簧其另一端為可旋轉之固定點 W，碰撞前 W

和 G 球心的連線與 ݒ஽ଶ 方向垂直，若碰撞後過一段時間 G 球開始作等速率

圓周運動，則此時彈簧的伸長量為何？ (以 ݒ஽ଶ，k，݈଴，݉ீ 表示之) (7 分) 

(d) P, Q 兩球 (݉௉ ൌ ݉ொ ൌ ݉ி) 及 J, S 兩球 (݉௃ ൌ 2݉ி, ݉ௌ ൌ 3݉ி) 之間分別

以彈簧連接，F 球接著又與 H, I 兩球 (݉ு ൌ ݉ூ ൌ ݉ி) 發生對稱性彈性碰

撞，之後 H, P, Q 三球球心及 I, J, S 三球球心各可連成一直線。若 H, P 兩球

發生完全非彈性碰撞 (假設在 H, P 兩球的極短碰撞期間，Q 球保持靜止不

動，且彈簧長度保持不變)，則碰撞後彈簧長度的最大壓縮量為 x1；若 I, J 兩

球也發生完全非彈性碰撞 (假設在 I, J 兩球的極短碰撞期間，S 球保持靜止

不動，且彈簧長度保持不變)，則碰撞後彈簧長度的最大壓縮量為 x2，請問

x2 是 x1 的幾倍？ (5 分) 

 

 

 

A B 

W 

C 

G 
Q 

P 

H 

D F 
v I 

J 
E 

r
S Ub

a O

圖 1 桌面俯視圖， 

虛線方向僅供示意。 
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【第六題】 

今年九月的強颱莫蘭蒂對台灣造成重大災情，於此讓我們簡單的探討一些颱

風的物理：1991 年 Kerry A. Emanuel 提出一簡化的颱風模型，模型中將颱風氣

旋的氣體循環 (如圖示) 視為一種卡諾循環 

(a) 試將此氣體循環過程畫於 ܲ െ ܸ [壓力--體積] 圖上 (標出 A, B, C, D 各點)。 

(7 分) 

(b) 卡諾循環的效率  可表示為  ൌ |ௐ|

|ொ೔೙|
ൌ ்ೄି்ೀ

்ೄ
 。假設颱風的熱量來源 |ܳ௜௡| 

包含擾流的作功 |ܹ| ൌ 颱風於海，(表氣體流速 ݒ) ݒܾ ଷ 和海洋的熱傳導ݒܽ

面的作功僅限於產生擾流 (|ܹ| ൌ  ：ଷ)。試求ݒܽ

(b-1) 係數 ܽ 和 ܾ 的單位 (以公尺(m)，公斤(kg)，秒(sec)等國際標準單位

表示)。 (5 分) 

(b-2) 定義 E ൌ ௕

௔
 ，求出颱風於海面的風速 ݒ (以 E, ௌܶ, ைܶ 表示)。 (8 分) 

(b-3) 依據前述的結果，判斷溫室效應造成海平面溫度 ௌܶ 上升 (假設其他

參數不變) 對颱風生成強度的影響為 (A)增強 (B)減弱 (C)沒有影響。 

(5 分) 

                   ======(對流頂層)====== 

~~~~(積雨雲, 溫度 To)~~~~   C 

                                               D 

 

 

---      ---------------------- B --------       A --- (海平面，溫度 Ts) 

             

(颱風剖面示意圖, 中心區為颱風眼) 

圖示說明： 

A→B： 氣體於海平面等溫 (海面溫度為 ௌܶ ൎ 吸熱，由高壓區流向 (ܭ300

低壓區 (颱風中心) 

B→C： 氣體快速 (無熱交換) 上昇 

C→D： 氣體於上層大氣區 (溫度為 ைܶ ൎ  等溫壓縮下降 (ܭ200

D→A： 氣體自上層大氣區快速 (無熱交換) 下降至海平面 
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筆試試題（二）參考解 

【第一題參考解】 

(a) 若將墊板作為參考座標系，則墊板相對於桌面向右的加速度 pa 可

視為墊板座標系中一個額外向左的加速度力場，也就是在墊板座

標系中，木槐除了受到一個向下的重力加速度之外，還受到一個

向左的加速度 pa 。因此若要讓木塊自墊板拉動之初就與墊板間始

終保持滑動，有須滿足兩個條件： 

(1) 在墊板座標系中，木塊所受向左的初始力要大於靜摩擦力： 

i p (i) sF ma mg   p (i) sa g  

(2) 在之後的滑動過程中，墊板相對於桌面向右的速率必須始終

大於木塊相對於桌面向右的速率： 
由於木塊相對於桌面向右的速率是由方向向右的動摩力所

造成的，也就是其任一瞬時 t 的速率為： 
k

k

f mg
v v a t t t g t

m m

      k
p 木 木 kv g tp  

註：學生很可能會將上述第二個條件，誤設如下，給分標準如

下： 
(2*) 開始之後任一瞬時，墊板相對於桌面向右的加速度為： 

p ka g  

若有寫(1)，則這個條件為充要條件，但非必要條件，故

只給 1 分。 
若(1)沒有寫，則這個條件並不能保證滑動，故不給分。 

(2**) 開始之後任一瞬時，墊板所受向右的拉力等於動摩擦

力： 

k kF ma f mg    ka g  

無論(1)是否成立，這個條件並不能保證滑動，故不給

分。 
 
(b) 木塊自始即滑動，故滑動摩擦力造成其向右的加速度為 

ka g  

此加速度將木塊加速至與墊板相同速率 V 後木塊即相對於墊板停

止下來，則 
2

k2 2V as g S   S 
2

k2

V

g
 

(c) 在墊板的座標係中，木塊的初速為 V、末速為零，加速度同上，
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故位移同上，故墊板相對於桌面的總位移為上述位移的兩倍，因

此所作的總功為木塊相對於桌面之最終動能的兩倍，即 
21

2
2

mV  2m V  

然而過程中，施於墊板的力大小即為木塊施於墊板的摩擦力(方向

相反)、墊板相對於桌面為等速 V，故位移隨時間 t 呈線性增加，

以致所施的功 W 亦隨時間呈線性增加，所以「拉墊板的外力對系

統所作之總功 W」隨時間 t 的變化圖為：(6%) 

 
 

(d) 本題有好幾種解法，其中一個是以木塊左下角為支點、在墊板座

標系中來考慮，此時向左力場及重力所造成的兩個力矩必須相互

抵消，設質心到支點的距離為 R，則： 

p psin60 cos60 cot60ma R mgR a g   
3

g
 

 
(e) 要確保此情況發生，則摩擦力要夠大，即 

s p
3

g
mg ma m    s

1

3
   

 
(f) 以木塊左下角為支點、在墊板座標系中來考慮，若要逆時針旋

轉，必須滿足兩個條件： 
(1) 此時向左力場所造成的力矩必須大於重力所造成的力矩，設

質心到支點的距離為 R，則： 

p psin cos cotma R mgR a g      

上式中的角度值在過程中會由 45 增為 135 度，即 cot 的值會

由 1 減為 0 再減為-1，故可得第一個條件為 

pa g  (2%) 

 
(2) 因題目要求過程中無滑動，因此必須要求在初始時： 

p sa g  (1%) 

過程中，由於有力矩造成逆時針轉動，故質心受有一向上及

向左的淨加速度，以致正向力大於重力，因此只要上式一滿

W 

t 
20 



 第 15 之 3 頁

足，在過程中就不會有滑動。 
綜合以上兩項條件，可得： 

p sg a g   

 
(g) 若上式要成立，則必須要求 

sg g  s 1   
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【第二題參考解】 

 
圖 2 
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1 1 2 2

1 2

2 1

2

2 2
2 2 1 1

2 3 1 4

3 4

sin sin

2 sin 10 sin

1
sin sin

5

1 1
cos 1 sin 1 sin 5 sin

5 5

sin sin

10 sin 2 sin

10 sin

2

(1)

(1)

(2)

(3)

c

S AB

n n

BC

n n

 

 

 

   

 

 








 
      

 





參考圖 ，光線由 出發，到達 界面時發生折射。由折射定律知

則由 式得

光線到達 界面時再次折射，由折射定律知

發生全反射的臨界角 滿足







 

3

3

3 2 2

3 2 2 2 2

2
3 1 1

3

2 sin
2

1
sin

5

1
sin

5

( / 2 ) / 2 ( )

sin sin / 2 ( ) cos( ) cos cos sin sin

1 1
sin 5 sin cos sin sin

5 5

(4)

(5)

2

(2) (3)

(6)

(6)

c

c

c

BC





 



       
         

    

 









      

      

  

若光線要由 界面射出，

即

由圖 知

將 式與 式代入上式得

由 式可知， 隨第一個

必

角

須

入射





1 1 3

1 1,max 3 3,min 3,min

3,min 3,min

1
sin sin

5
(7)

c

c c

BC

BC

 
    



     

而變， 增大時， 減小。令最大

的入射角 為 ，其所對應的最小的 為 。如果 比臨界角

還要大，則完全不會有光線從 界面射出。因此，若要有部分光線

從 界面射出，至少必須滿足


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圖 3 
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1,max

1,max

1,max 3,min

2
3,min 1,max 1,max

2
3,min

2

sin sin cos
2

1 1
sin 5 sin cos sin sin

5 5

1 1
sin 5 cos cos cos sin

5 5

3

(8)

(9)

(6)

(9)

S AB

 

  

 

    

    

 

    
 

  

  

由圖 知，當 發出的光以近乎平行容器底部平面的方向入射 界面時，

入射角為最大，此時

由 式可知 對應的 為

將 式代入上式得

由



 

2

2

2

2 2 2 2

2 2 2

22

1 1 1
5 cos cos cos sin

5 5 5

5 cos cos cos sin 1

5 cos cos 1 cos sin

(5 cos )cos 1 2cos sin cos (1 cos )

(5 1)cos 1 2cos sin cos sin 2cos sin

4cos cos sin

2cos cos sin

(7)

   

   

   

     

      

  
  

  

  

  

    

     

 

 

式得













 2 1 tan

tan 1

45







 


 
應滿足之條件。此為




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【第三題參考解】 

(a) 壓力變化做的功為： 
W ൌ F∆x ൌ ሺ∆ܲܣሻ ∙ ሺ∆ݐ∆ݒሻ 

那麼單位面積單位時間內，聲波傳導的功率 q，或稱能量密度

(energy flux density)，就是 

Energy	flux	density		q ൌ
ܹ
ݐ∆ܣ

ൌ  ݒ∆ܲ∆

 
(b) 在時間區間∆ݐ內，一個波會通過體積為 

∆ሺ݁݉ݑ݈݋ݒሻ ൌ ሺݒ௦௢௨௡ௗ∆ݐሻA 的流體，使這個體積內的流體增加衝

量∆݌： 
݌∆ ≡ ∆ሺ݉ݒሻ ൌ ሺݒ௦௢௨௡ௗ∆ݐሻݒ∆ߩܣ 

又 

F ൌ
݌∆
ݐ∆

 

F ൌ ܣܲ∆ ൌ
݌∆
ݐ∆

ൌ
ሺݒ௦௢௨௡ௗ∆ݐሻݒ∆ߩܣ

ݐ∆
 

⇒ ∆ܲ ൌ  ݒ∆ߩ௦௢௨௡ௗݒ
ൌ ଴ߩ௦௢௨௡ௗሺݒ ൅ ߩ∆ሺ			ݒ∆ሻߩ∆ ≪  ଴ሻߩ
ൎ  ݒ∆଴ߩ௦௢௨௡ௗݒ

得到壓力變化∆ܲ與流體震動速度∆ݒ的關係為： 
∆ܲ ൌ ݒ∆ߩ	௦௢௨௡ௗݒ ൎ  ݒ∆଴ߩ	௦௢௨௡ௗݒ

 
(c)     q ൌ  ݒ∆ܲ∆

ൌ ሺݒ௦௢௨௡ௗ	ߩ଴∆ݒሻ∆ݒ 
ൌ  ሻଶݒ∆଴ሺߩ	௦௢௨௡ௗݒ
ൌ  ݑ	௦௢௨௡ௗݒ

 

(d)     ∆P ൌ
డ௉

డఘ
∆ρ ൌ ௦௢௨௡ௗݒ

ଶ 	∆ρ 

⇒ ∆ρ ൌ
∆P

௦௢௨௡ௗݒ
ଶ 	

 
j ൌ ∆ρ∆v	ሺ݁ݏݑ	݄݁ݐ	݁ݒ݋ܾܽ	ݐ݈ݑݏ݁ݎ	݋ݐ	݁ݐݑݐ݅ݐݏܾݑݏ	∆ρሻ	

ൌ
∆P

௦௢௨௡ௗݒ
ଶ ∆v		ሺ݊:݁ݐ݋		ݍ ൌ  ሻݒ∆ܲ∆

ൌ
q

௦௢௨௡ௗݒ
ଶ 	
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(e) (i)動量密度與能量密度的關係： 

j ൌ
q

௦௢௨௡ௗݒ
ଶ 	

ൌ
ݑ	௦௢௨௡ௗݒ
௦௢௨௡ௗݒ
ଶ  

ൌ
ݑ

	௦௢௨௡ௗݒ
 

 
(ii)動量與能量的關係： 

P ≡ න ݆ܸ݀	

ൌ න
ݑ

	௦௢௨௡ௗݒ
ܸ݀ 

ൌ
ܧ

௦௢௨௡ௗݒ
 

⇒ ܧ ൌ 	௦௢௨௡ௗݒ݌
 
(iii)可壓縮流體中聲波的動量與能量關係ܧ ൌ ௦௢௨௡ௗ與光波的能ݒ݌

量關係ܧ ൌ  。同樣是正比關係，且正比的係數同樣是波速ܿ݌
 

(iv)如果有一聲波的能量為ܧ ൌ ԰߱ (其中߱ ൌ ,௦௢௨௡ௗ݇ݒ ݇ ൌ
ଶగ

ఒ
)，

則聲波的動量 p  

p ൌ
ܧ

௦௢௨௡ௗݒ
	

ൌ
԰߱

௦௢௨௡ௗݒ
	

ൌ ԰݇	
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【第四題參考解】 

(a)       

Vሺ∞ሻ െ VሺRଵሻ ൌ െන Eሬሬറ
ஶ

ୖభ

∙ drറ ൌ െන
Q

4πϵ଴

ஶ

ୖభ

dr
rଶ

 

=
Q

4πϵ0

1

r
|R1

∞ ൌ െ
Q

4πϵ଴

1
Rଵ

 

設Ｖሺ∞ሻ ൌ 0，金屬球殼表面電位 

VሺRଵሻ ൌ
Q

4πϵ଴

1
Rଵ	

 

由於帶電孤立導體內部電場為零，整個導體位在同一電位。因

此金屬球殼中心電位 

Vሺr ൌ 0ሻ ൌ VሺRଵሻ ൌ
	Q
4πϵ଴

1
Rଵ	

 

 
(b) 帶電金屬球殼之電容 

C ൌ
Q

VሺRଵሻ
ൌ 4πϵ଴Rଵ

	
 

 
(c) 電場總能量 

U୉ ൌ න
1
2
ϵ଴EଶdV

ஶ

ୖభ

 

ൌ න
1
2
ϵ଴

ஶ

ୖభ

൬
Q

4πϵ଴

1
rଶ
൰
ଶ

4πrଶdr 

ൌ
ܳଶ

଴߳ߨ8
න

1
ଶݎ
ݎ݀

ஶ

ோభ

ൌ
ܳଶ

଴߳ߨ8

1
ܴଵ

 

 
(d) 正負電金屬球殼間的電位差(取正值) 

∆V ൌ
Q

4πϵ଴
൬
1
Rଵ

െ
1
Rଶ
൰	

 
(e) 

∵ Q ൌ
4πϵ଴∆V

ቀ
1
Rଵ

െ
1
Rଶ
ቁ
							,							Eሺrሻ ൌ

4πϵ଴∆V

4πϵ଴rଶ ቀ
1
Rଵ

െ
1
Rଶ
ቁ
 

ൌ
∆V

rଶ ቀ
1
Rଵ

െ
1
Rଶ
ቁ
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∴ EሺRଵሻ ൌ
∆V

Rଵ
ଶ ቀ

1
Rଵ

െ
1
Rଶ
ቁ
ൌ

ሺ∆VሻRଶ
RଵRଶ െ Rଵ

ଶ 

由 	
ୢ୉ሺୖభሻ

ୢୖభ
ൌ 0 且當 Rଵ ൌ

ୖమ
ଶ
	，EሺRଵሻ為最小值，其值為  

E୫୧୬ ൌ
4∆V
Rଶ
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【第五題參考解】 

一維彈性碰撞，當兩個物體正面碰撞時，因無外力與能量耗損，由動

量及動能在碰撞前後不變，可得 

           
情況 1：m1 << m2 (v2i=0)     情況 2：m1 = m2 (v2i=0)    情況 3：m1 >> m2 (v2i=0) 

 

 

本題中 B 球與 A 球的碰撞，如情況 1，碰撞後，B 球會以速度大小

v 向右行進，接著與 C 球的碰撞，如情況 3，碰撞後，B 球以速度大

小 v，C 球則以速度大小 2v 向右行進。 
接著 C 球與 D, E 兩球(݉஽ ൌ ݉ா ൌ ݉஼)發生對稱性彈性碰撞。 
碰撞前，C 球速度大小ݒ஼௜ ൌ  ݒ2
碰撞後，C, D, E 球速度大小為ݒ஼௙, ݒ஽與ݒா 
由碰撞前後動量與動能關係式，可得 

஼௜ݒ ൌ ஼௙ݒ ൅ 30௢ݏ݋஽ܿݒ ൅ 30௢ݏ݋ாܿݒ ⟹ ஼௜ݒ ൌ ஼௙ݒ ൅  ஽ݒ3√

஼௜ݒ
ଶ ൌ ஼௙ݒ

ଶ ൅ ஽ݒ
ଶ ൅ ாݒ

ଶ ⟹ ஼௜ݒ
ଶ ൌ ஼௙ݒ

ଶ ൅ ஽ݒ2
ଶ  

⟹ ஼௜ݒ
ଶ ൌ ሺݒ஼௜ െ ஽ሻଶݒ3√ ൅ ஽ݒ2

ଶ ⟹ ஽ݒ ൌ
஼௜ݒ3√2

5
 

ாݒ ൌ ஽ݒ ൌ
஼௜ݒ3√2

5
ൌ
ݒ3√4
5

 

 
(a) 接著 E 球進入光滑圓形凹槽(入射方向為圓之

切線方向)，在第一個半圓時，引力做負功，

直到 E 球到達 N 點，接下來的半圓，引力做

正功，所以ݒா至少要讓 E 球撐過 N 點，接著

即可週而復始。(變速率圓周運動，引力指向

圓心的分量與凹槽兩側正向力的合力提供向

心力，另一分量則做正功或負功) 
1
2
mݒா

ଶ ൐
െzm
ሺa ൅ bሻ

െ
െzm
ሺa െ bሻ

 

ாݒ ൐ ඨ
4zb

ሺaଶ െ bଶሻ
 

⟹ ݒ ൐
5
4
ඨ

4zb
3ሺaଶ െ bଶሻ

	ݎ݋	
5
2
ඨ

zb
3ሺaଶ െ bଶሻ

5ඨ	ݎ݋	
zb

12ሺaଶ െ bଶሻ
 

 

vE

U 

O 

r 

b 

N

a 
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(b) D 球與質量相同且原先靜止的 F 球發生二維彈性碰撞，由於 
ி௜ݒ ൌ 0，碰撞前後的動量及動能關係式為 

஽పሬሬሬሬሬԦݒ ൌ ஽௙ሬሬሬሬሬሬԦݒ ൅  ி௙ሬሬሬሬሬሬԦݒ

஽௜ݒ
ଶ ൌ ஽௙ݒ

ଶ ൅ ி௙ݒ
ଶ  

所求的角度ߠ與ݒ஽௙ሬሬሬሬሬሬԦ及ݒி௙ሬሬሬሬሬሬԦ的夾角有關，夾角的資訊可從兩向量內積

得知，將動量關係式等號兩邊對自身內積，可得 
஽పሬሬሬሬሬԦݒ ⋅ ஽పሬሬሬሬሬԦݒ ൌ ൫ݒ஽௙ሬሬሬሬሬሬԦ ൅ ி௙ሬሬሬሬሬሬԦ൯ݒ ⋅ ൫ݒ஽௙ሬሬሬሬሬሬԦ ൅  ி௙ሬሬሬሬሬሬԦ൯ݒ

ൌ ஽௙ሬሬሬሬሬሬԦݒ ⋅ ஽௙ሬሬሬሬሬሬԦݒ ൅ ா௙ሬሬሬሬሬሬԦݒ ⋅ ா௙ሬሬሬሬሬሬԦݒ ൅ ஽௙ሬሬሬሬሬሬԦݒ2 ⋅  ா௙ሬሬሬሬሬሬԦݒ

即 
஽௜ݒ
ଶ ൌ ஽௙ݒ

ଶ ൅ ி௙ݒ
ଶ ൅ ߠሺ	ி௙cosݒ஽௙ݒ2 ൅ 41௢ሻ 

對比動能關係式，可得 
ி௙ݒ஽௙ݒ2 cosሺߠ ൅ 41௢ሻ ൌ 0 

因兩球末速皆不為零，可得 
ߠ ൌ 49௢ 

 
(c) D 球以速度大小ݒ஽ଶ，與質量相同且原先靜止的 G 球發生正向彈

性碰撞，如同上述的情況 2，碰撞後，D 球靜止，此時 G 球速度

大小為ݒ஽ଶ。接著即將開始拉長彈簧，但是，由於彈簧伸長後小

球會有徑向振盪，所以若要達到題目所言作等速率圓周運動，彈

簧伸長量必須為零。 
意即，彈簧 k 值相對於小球的 m, v 值，會大到讓彈簧幾乎完全

沒有伸長量，才能符合題目所言作等速率圓周運動的情況。 
另外，若是要討論“近似＂作等速率圓周運動的情況，則是指在

徑向振盪幅度極小情況下(徑向速度亦極小)。設此時 G 球切線速

度大小為ீݒଶ，彈簧伸長量為 x，則向心力關係式為 

ݔ݇ ൌ
ଶீݒீ݉

ଶ

݈଴ ൅ ݔ
⟹ ଶீݒீ݉

ଶ ൌ ݈݇଴ݔ ൅  ଶݔ݇

動位能關係式如下，其中為ܧ௞௥為徑向動能極小忽略不計， 
1
2
஽ଶݒீ݉

ଶ ൌ
1
2
ଶீݒீ݉

ଶ ൅
1
2
ଶݔ݇ ൅  ௞௥ܧ

஽ଶݒீ݉⟹
ଶ ൌ ݈݇଴ݔ ൅ ଶݔ݇ ൅  ଶݔ݇

⟹ ݔଶ൅݈݇଴ݔ2݇ െ ஽ଶݒீ݉
ଶ ൌ 0 

⟹ ݔ ൌ
െ݈݇଴ ൅ ඥ݇ଶ݈଴

ଶ ൅ ஽ଶݒ8݇݉ீ
ଶ

4݇
	ݎ݋	

െ݈଴
4

൅ ඨ ݈଴
ଶ

16
൅
஽ଶݒீ݉

ଶ

2݇
	 

由上式可再次確認，當彈簧 k 值遠大於小球的 m, v 值時，伸長

量接近零。 
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(d) F 球與質量相同的 H, I 兩球發生對稱性彈性碰撞，碰撞後 H, I 兩

球速度大小ݒு,  。ூ相同ݒ
在 H 與 P 極短的完全非彈性碰撞期間，Q 保持靜止不動，僅需

考量 H、P 的動量守恆，設完全非彈性碰撞完成瞬間，H、P 的

共同速度為 u，則 

u ൌ
݉ுݒு

݉ு ൅݉௉
 

在 H、P 完成碰撞後，H、P、Q 總動能的最小值為三質點系統的

質心動能，意即，此時彈簧有最大壓縮量。 
 

由動量守恆可得此系統的質心速度 

௖௠ݒ ൌ
݉ுݒு

݉ு ൅݉௉ ൅݉ொ
 

若彈簧之最大壓縮量為ݔଵ，則 
1
2
ଵݔ݇

ଶ ൌ
1
2
ሺ݉ு൅݉௉ሻݑଶ െ

1
2
ሺ݉ு ൅݉௉ ൅݉ொሻݒ௖௠ଶ  

代入後得 

ଵݔ
ଶ ൌ

݉ு
ଶ ுݒ

ଶ

݇
ቆ

1
݉ு ൅݉௉

െ
1

݉ு ൅݉௉ ൅݉ொ
ቇ 

同理 

ଶݔ
ଶ ൌ

݉ூ
ଶݒூ

ଶ

݇
ሺ

1
݉ூ ൅ ݉௃

െ
1

݉ூ ൅ ݉௃ ൅ ݉ௌ
ሻ 

由於 

ுݒ ൌ ூ，݉ுݒ ൌ ݉ூ ൌ ݉ி，݉௉ ൌ ݉ொ ൌ ݉ி， 

݉௃ ൌ 2݉ி，݉ௌ ൌ 3݉ி 

可得 

ଶݔ
ଶ

ଵݔ
ଶ ൌ

1
݉ூ ൅ ݉௃

െ
1

݉ூ ൅ ݉௃ ൅ ݉ௌ

1
݉ு ൅݉௉

െ
1

݉ு ൅݉௉ ൅݉ொ

ൌ

1
1 ൅ 2 െ

1
1 ൅ 2 ൅ 3

1
1 ൅ 1 െ

1
1 ൅ 1 ൅ 1

 

ൌ

1
3 െ

1
6

1
2 െ

1
3

ൌ 1 

ଵ的ݔଶ是ݔ 1 倍。 
 



 第 15 之 15 頁

【第六題參考解】 

(a) P-V 圖： 
                 P    A  

                        D       B    

                                  C   

                                        V 

(b-1)  |W|單位為 kgሺ
௠

ୱୣୡ
ሻଶ , 因此 a 的單位為 kgሺ

௠

ୱୣୡ
ሻିଵ, b 的單位為

kgሺ
௠

ୱୣୡ
ሻ  

(b-2)  

 ൌ
|ܹ|
|ܳ௜௡|

ൌ ௌܶ െ ைܶ

ௌܶ
ൌ

ଷݒܽ

ଷݒܽ ൅ ݒܾ
ൌ

1
1 ൅ ଶݒ/ܧ

 

		ݒ ൌ ඨܧ ௌܶ െ ைܶ

ைܶ
 

(b-3)  (A) 
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