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106學年度普通型高級中等學校數理及資訊學科能力競賽物理科決賽 

筆試一試題及參考解 

【第一題】 

將一顆質量為𝑚的球從地面垂直上拋，已知重力加速度為𝑔，請考慮以下兩

種情況： 

(a) 在忽略空氣阻力的情況下，如果此球拋出後的第一秒內所經過的距離是𝑑，

第三秒內所經過的距離是𝑑′，則𝑑/𝑑′的極大值為何？ (12 分)  要達到這個極

大值的話，初速需為多少？ (假設此球從拋出到落回地面的時間超過三秒鐘。) 

(3 分) 

(b) 在考慮空氣阻力𝑓的情況下，假如𝑓與球的速率𝑣成正比，即𝑓 = −𝑘𝑚𝑣，𝑘是

大於 0 的常數，已知球在拋出後，其上升的距離 y 是： 

𝑦 = −
𝑔

𝑘
𝑡 +

1

𝑘
(

𝑔

𝑘
+ 𝑣0) [1 − ∑

1

𝑛!
(−𝑘𝑡)𝑛∞

𝑛=0 ], 

其中𝑣0是此球拋出的初速，此球在落回地面時，與地面做彈性碰撞 (即沒有

動能損失)，過程簡圖如下。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

假設𝑘值很小，以下問題最後的答案只須考慮到𝑘一次方的結果。 

請問此球從第一次頂點的高度落回地面需要多少時間？ (5分)  如果此球第

一次頂點的高度比沒有空氣阻力時最高點的高度減少𝑑，第三次頂點的高度

比沒有空氣阻力時最高點的高度減少𝑑′，則𝑑/𝑑′的值為何？ (10 分) 

 

 

  

第一次頂點 

第三次頂點 

v0 
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【第一題參考解】 

(a) 題目求𝑑/𝑑′最大，即𝑑′最小，在相同時間內走的距離最短，那就是速度最小，

球在上拋時速度最小是發生在到達最高點前後，因此球在第三秒內越過最高

點。假設球初速為𝑣0，在第𝑡 = 1秒內所走距離是 

𝑑 = 𝑣0𝑡 −
1

2
𝑔𝑡2 

在第三秒內所走距離的算法，可以假設球從最高點落下𝑡′秒後 (𝑡′ < 1，所走

距離為
1

2
𝑔𝑡′2)，時間到達三秒，則第三秒內所走距離為 

𝑑′ =
1

2
𝑔(𝑡 − 𝑡′)2 +

1

2
𝑔𝑡′2 

另外𝑣0 = 𝑔(3𝑡 − 𝑡′)，所以 

𝑑

𝑑′
=

𝑔(3𝑡 − 𝑡′)𝑡 −
1
2 𝑔𝑡2

1
2 𝑔(𝑡 − 𝑡′)2 +

1
2 𝑔𝑡′2

=

5
2 𝑡2 − 𝑡𝑡′

1
2 𝑡2 − 𝑡𝑡′ + 𝑡′2

 

調整𝑡′使得𝑑/𝑑′有極大值，即上式對𝑡′微分等於零，也就是 

−𝑡 (
1

2
𝑡2 − 𝑡𝑡′ + 𝑡′2

) − (
5

2
𝑡2 − 𝑡𝑡′) (2𝑡′ − 𝑡) = 0 

因為𝑡 = 1，所以上式化簡為 

2 − 5𝑡′ + 𝑡′2
= 0 

所以𝑡′ =
5−√17

2
，最後 𝑑/𝑑′的極大值等於 4 + √17 (不是 8，所以不是在兩秒

半的時候到達最高點)，初速為 
1+√17

2
𝑔 。 

 

(b)  

(I) 因為𝑘很小，我們將題目所給的上升距離展開到n = 3後，其餘忽略： 

𝑦 ↑≅ −
𝑔

𝑘
𝑡 +

1

𝑘
(

𝑔

𝑘
+ 𝑣0) [1 − 1 + 𝑘𝑡 −

1

2
(𝑘𝑡)2 +

1

6
(𝑘𝑡)3] 

= 𝑣0𝑡 −
1

2
𝑔𝑡2 −

1

2
𝑘𝑣0𝑡2 +

1

6
𝑘𝑔𝑡3      (1) 

先求第一次落回地面所需時間𝑡1， 

0 = 𝑡 [𝑣0 −
1

2
(𝑔 + 𝑘𝑣0)𝑡 +

1

6
𝑘𝑔𝑡2] 

𝑡1 =

1

2
(𝑔+𝑘𝑣0)−

1

2
𝑔√1−

2

3
𝑘𝑣0/𝑔+(𝑘𝑣0/𝑔)2

1

3
𝑘𝑔

≅
2𝑣0

𝑔
− 𝑘

2𝑣0
2

3𝑔2。（正不合） 

再求到達第一次頂點所需時間：上升速度是 
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�̇� ↑= 𝑣0 − 𝑔𝑡 − 𝑘𝑣0𝑡 +
1

2
𝑘𝑔𝑡2 

上升到最高點代表�̇� ↑= 0，所需時間是解以下方程式 

1

2
𝑘𝑔𝑡2 − (𝑔 + 𝑘𝑣0)𝑡 + 𝑣0 = 0 

所以 𝑡1/2 =
(𝑔+𝑘𝑣0)−𝑔√1+(𝑘𝑣0/𝑔)2

𝑘𝑔
 （正不合） 

≅
𝑣0

𝑔
− 𝑘

𝑣0
2

2𝑔2
 

相減即是球從第一次頂點的高度落回地面所需時間 

𝑡1 − 𝑡1/2 ≅
𝑣0

𝑔
− 𝑘

𝑣0
2

6𝑔2。(比上去時間長) 

(II) 將(1)作𝑣0 → 0，𝑔 → −𝑔的代換可得球落下距離的表示式 

𝑦 ↓=
1

2
𝑔𝑡2 −

1

6
𝑘𝑔𝑡3      (2) 

 

 

 

 

 

 

 

 

現在將𝑡1 − 𝑡1/2代入(2)可得第一次頂點的高度： 

𝑑1 =
1

2
𝑔 (

𝑣0

𝑔
− 𝑘

𝑣0
2

6𝑔2
)

2

−
1

6
𝑘𝑔 (

𝑣0

𝑔
− 𝑘

𝑣0
2

6𝑔2
)

3

 

≅
𝑣0

2

2𝑔
−

𝑣0
3

3𝑔2
𝑘 =

𝑣0
2

2𝑔
(1 − 𝑘

2

3

𝑣0

𝑔
) 

無空氣阻力的高度是
𝑣0

2

2𝑔
，所以𝑑 =

𝑣0
3

3𝑔2 𝑘。接著算第一次落回地面的速度，

將(2)微分得球落下速度 �̇� ↓= 𝑔𝑡 −
1

2
𝑘𝑔𝑡2， 

將𝑡1 − 𝑡1/2代入得第一次落回地面的速度 

𝑣1 = 𝑔 (
𝑣0

𝑔
− 𝑘

𝑣0
2

6𝑔2
) −

1

2
𝑘𝑔 (

𝑣0

𝑔
− 𝑘

𝑣0
2

6𝑔2
)

2

 

≅ 𝑣0 −
2

3
𝑘

𝑣0
2

𝑔
= 𝑣0 (1 − 𝑘

2

3

𝑣0

𝑔
) 

因為與地面做彈性碰撞，所以第一次彈起𝑣1可看成另一個初速，第二次

頂點的高度 

 

d1 

d2 

d3 

v1 v2 v0 
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𝑑2 =
𝑣1

2

2𝑔
(1 − 𝑘

2

3

𝑣1

𝑔
) 

=
1

2𝑔
[𝑣0 (1 − 𝑘

2

3

𝑣0

𝑔
)]

2

(1 − 𝑘
2

3𝑔
𝑣0 (1 − 𝑘

2

3

𝑣0

𝑔
)) 

≅
𝑣0

2

2𝑔
(1 − 𝑘

6

3𝑔
𝑣0) 

因此第二次落回地面的速度 

𝑣2 = 𝑣1 (1 − 𝑘
2

3

𝑣1

𝑔
) 

= 𝑣0 (1 − 𝑘
2

3

𝑣0

𝑔
) (1 − 𝑘

2

3𝑔
𝑣0 (1 − 𝑘

2

3

𝑣0

𝑔
)) 

≅ 𝑣0 (1 − 𝑘
4

3

𝑣0

𝑔
) 

第二次彈起𝑣2可再看成另一個初速，而第三次頂點的高度 

𝑑3 =
𝑣2

2

2𝑔
(1 − 𝑘

2

3

𝑣2

𝑔
) 

≅
𝑣0

2

2𝑔
[(1 − 𝑘

4

3

𝑣1

𝑔
)]

2

(1 − 𝑘
2

3𝑔
𝑣0 (1 − 𝑘

4

3

𝑣0

𝑔
)) 

≅
𝑣0

2

2𝑔
(1 − 𝑘

10

3𝑔
𝑣0) 

無空氣阻力的高度是
𝑣0

2

2𝑔
，所以𝑑′ =

𝑣0
2

2𝑔
(𝑘

10

3𝑔
𝑣0) =

5𝑣0
3

3𝑔2 𝑘，所以 

𝑑/𝑑′ =
(

𝑣0
3

3𝑔2 𝑘)

(
5𝑣0

3

3𝑔2 𝑘)

= 1/5 
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【第二題】 

王先生在野外賞鳥時，發現某種不知名的黃鳥，於是他利用數位相機拍了

一張相片，如圖 1 所示。拍攝此張相片時的相機設定資訊如下表： 

 

項目 資訊 說明 

f-number 2.8 f-number = 焦距/光圈直徑 

焦距 85 公釐  

曝光時間 1/2000 秒  

 

請根據此張相片回答下列問題： 

(a) 在此張相片中，我們可以清晰的看出黃鳥的飛行姿態，然而背景的樹林影像

卻很模糊，請說明其原因。 (5 分) 

(b) 相片中有許多大小相似但亮度不一的圓形光斑，請說明其成因。 (5 分) 

(c) 在鳥類鑑定實務上，鳥體各部位的長度量度是很重要的鑑定參數。由於黃鳥

在空中飛行，因此王先生無法直接測量其體長。請問你要如何協助王先生估

計黃鳥之實際體長？假設鳥類體長為頭部頂端到尾羽末端的距離。 (20 分) 

 

 
圖 1 
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【第二題參考解】 

(a) 假設黃鳥距離相機的鏡頭 p (物距)，調整相機鏡頭焦距為 f, 使黃鳥可清晰成

像於相機感光元件面 q (像距)。然而，黃鳥後方樹林鄰近兩點之清晰成像面在

f,q 兩點之間, 若在 q 處成像則會形成兩重疊光斑，如下圖所示。 

 

(b) 成像面的圓形光斑源自於黃鳥後方之點光源，其在成像面形成一圓形對稱光

斑，假設遙遠處的光點之入射光近似為平行光，而光斑最大直徑受限於相機

光圈，因此光斑大小相似，如下圖所示。 

 
 

(c) 假設薄透鏡焦距為 f，光圈直徑為 D，光斑直徑為 d，對焦面 p 的物高為 B，

以及成像面 q 的像高為 b。 
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1. 假設光圈直徑為 D，光斑直徑為 d，由相似三角形可知 

𝐷

𝑑
=

𝑓

𝑞 − 𝑓
 

2. 假設對焦面 p 的物高為 B=D，因此成像面 q 的像高為 b=d，可得 

𝐵

𝑏
=

𝐷

𝑑
 或 B =

𝑏

𝑑
× 𝐷 

其中
𝑏

𝑑
為相片中的鳥體長與光斑直徑之比值。 

3. 由拍攝相片的相機 f-number 以及鏡頭焦距可知光圈直徑 

D =
85

2.8
= 30.36(mm) 

由相片可求得 b/d 之比值約為 9。 

4. 將 D=30.36mm 以及 b/d=9 代入可得 

B=9×30.36=273.24(mm)。 

5. 因此，我們可估計黃鳥體長約為 27 公分。 
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【第三題】 

I. 說明部分： 

 

(a) 經過多層介質的入射波、反射波與透射波 

波的傳播，在經過多層介質時，會歷經多次的反射與

透射，在這種狀況時，可以使用矩陣運算來協助我們求得

反射波與透射波的振幅與相位。 

如圖 1，我們可以將一道波經歷一個介面，或經過一

段距離的傳播之後，相關聯的 4 道波之間的關係用矩陣的

形態表示出來： 
 

[
𝑈2

+

𝑈2
−] = [

𝑀11 𝑀12

𝑀21 𝑀22
] ∙ [

𝑈1
+

𝑈1
−] = 𝑀 ∙ [

𝑈1
+

𝑈1
−] 

其中𝑈1
+代表介質 1 中，往右方傳播的波之總和；𝑈1

−代表介質 1 中，往

左方傳播的波之總和；𝑈2
+代表介質 2 中，往右方傳播的波之總和；𝑈2

−代表

介質 2 中，往左方傳播的波之總和。 

此後歷經多個介面之間的反射與透射，進出此範圍的 4 道波之間的關係

便可表示為： 

[
𝑈2

+

𝑈2
−] = 𝑀𝑁 ∙ 𝑀𝑁−1 … 𝑀2 ∙ 𝑀1 ∙ [

𝑈1
+

𝑈1
−]        

如此可以藉由這種方式，求出歷經多層介質後的反射波與透射波的振幅

與相位。 

 

(b) 平面波的複數表示法 

一道振幅為 A，在介質(折射率 n)中之波長為
𝜆0

n
，角頻率為，並且朝+x

方向移動，波前為一平面的餘弦光波可表示為： 

𝐴 ∙ cos (
2𝜋𝑛

𝜆0
∙ 𝑥 − 𝜔 ∙ 𝑡)=Re{A ∙ e

i(
2𝜋𝑛

𝜆0
∙𝑥−ω∙t)

}； 

其中 ei𝜃 = cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃； Re{z}代表複數 z 的實部。 

因此一道波前為平面的餘弦光波之複數表示，可用𝐴 ∙ e
i(

2𝜋𝑛

𝜆0
∙𝑥−ω∙t)

來代表。

此道波在實空間的餘弦波形只須將此複數表示取實部即可得到。 

 

(c) 複數反射係數與複數透射係數 

圖 1 
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若在介面上產生的反射波，其振幅在反射後變為原來的 a 倍，且反射時

相位角增加了𝜃𝑟，則反射波可表示為： 

𝑎 ∙ 𝐴 ∙ cos (𝜃𝑟 +
2𝜋𝑛

𝜆0
∙ 𝑥 − 𝜔 ∙ 𝑡) = Re{𝑎 ∙ 𝑒𝑖𝜃𝑟 ∙ 𝐴 ∙ e

i(
2𝜋𝑛

𝜆0
∙x−ω∙t)

}。 

若定義：複數反射係數 = 
反射波的複數表示

入射波的複數表示
，便可用一複數反射係數 𝑟 =

𝑎∙𝑒𝑖𝜃𝑟∙𝐴∙e
i(

2𝜋𝑛
𝜆0

∙x−ω∙t)

𝐴∙e
i(

2𝜋𝑛
𝜆0

∙x−ω∙t)
= 𝑎 ∙ 𝑒𝑖𝜃𝑟  來表示介面的反射特性。同理，若定義：複數透

射係數 = 
透射波的複數表示

入射波的複數表示
，則可用一複數透射係數 𝑡 = |𝑡|𝑒𝑖𝜃𝑡，來表示介面的 

透射特性。 

 

II. 問題部分： 

假設以下問題中，各介質的折射率均為正實數 (光波在介質中傳播時能

量不會損耗)。 

 

(a) 均勻介質中傳播一段距離 

若在均勻介質 (折射率𝑛1) 中傳播一段距離 L，此時進出此段範圍的 4

道波之間的關係可表示為 

[
𝑈2

+

𝑈2
−] = [

𝐴1 𝐵1

𝐶1 𝐷1
] ∙ [

𝑈1
+

𝑈1
−]                                 

試求出 [
𝐴1 𝐵1

𝐶1 𝐷1
] = ? (5 分) 

 

(b) 介面反射與透射 

已知光波進出一個兩邊折射率不同的介面時，相關聯的 4

道波之間的關係滿足 

[
𝑈2

+

𝑈1
−] =

1

𝑛1+𝑛2
∙ [

2𝑛1 𝑛2 − 𝑛1

𝑛1 − 𝑛2 2𝑛2
] ∙ [

𝑈1
+

𝑈2
−]                      

請將此關係轉換為 [
𝑈2

+

𝑈2
−] = [

𝐴2 𝐵2

𝐶2 𝐷2
] ∙ [

𝑈1
+

𝑈1
−]，並求出 [

𝐴2 𝐵2

𝐶2 𝐷2
] = ? (5 分) 
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(c) 多層結構 

若在介質 1 (折射率𝑛1) 與介質 3 (折射率𝑛3) 之間夾一

層厚度為 L 的介質 2 (折射率𝑛2)，此時進出此段範圍的 4 個

波之關係可表示為 

[
𝑈2

+

𝑈2
−] = [

𝐴3 𝐵3

𝐶3 𝐷3
] ∙ [

𝑈1
+

𝑈1
−]                                 

試求出 [
𝐴3 𝐵3

𝐶3 𝐷3
] = ? (10 分) 

 

(d) 抗反射多層結構 

接上一小題，若入射波𝑈1
+由左方入射，進入(c)小題中的多層結構之後，

沒有反射波。試利用(c)小題的結果，求出： 

(d-1)  L 必須是真空中波長𝜆0的多少倍？ 

(d-2) 接(d-1)小題，此時的折射率𝑛1, 𝑛2與𝑛3之間的關係為何？ 

(10 分) 
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【第三題參考解】 

(a) <均勻介質中傳播一段距離> 

均勻介質中傳播一段距離 L，進出此段範圍的 4 道波之間

的關係可表示為 

[
𝐴1 𝐵1

𝐶1 𝐷1
] = [ e

i(
2𝜋𝑛1

𝜆0
∙𝐿)

0

0  e
−i(

2𝜋𝑛1
𝜆0

∙𝐿)
]。 

 

(b) <介面反射與透射> 

光波進出一個兩邊折射率不同的介面時，相關聯的 4 道波滿

足 

[
𝑈2

+

𝑈1
−] =

1

𝑛1+𝑛2
∙ [

2𝑛1 𝑛2 − 𝑛1

𝑛1 − 𝑛2 2𝑛2
] ∙ [

𝑈1
+

𝑈2
−]                                       

透過將聯立方程式重新排列整理，可求得 

[
𝑈2

+

𝑈2
−] = [

𝐴2 𝐵2

𝐶2 𝐷2
] ∙ [

𝑈1
+

𝑈1
−]， 而  [

𝐴2 𝐵2

𝐶2 𝐷2
] =

1

2n2
 [

𝑛2 + 𝑛1 𝑛2 − 𝑛1

𝑛2 − 𝑛1 𝑛2 + 𝑛1
]。 

 

(c) <多層結構> 

若在介質 1(折射率𝑛1)與介質 3(折射率𝑛3)之間夾一層厚度

為 L 的介質 2(折射率𝑛2)，此時進出此段範圍的 4 道波之間

的關係可表示為 

[
𝑈2

+

𝑈2
−] =  [

𝐴3 𝐵3

𝐶3 𝐷3
] ∙ [

𝑈1
+

𝑈1
−] = 𝑀3 ∙ 𝑀2 ∙ 𝑀1 ∙ [

𝑈1
+

𝑈1
−]                                

= 
1

2n3
 [

𝑛3 + 𝑛2 𝑛3 − 𝑛2

𝑛3 − 𝑛2 𝑛3 + 𝑛2
] [ e

i(
2𝜋𝑛2

𝜆0
∙𝐿)

0

0  e
−i(

2𝜋𝑛2
𝜆0

∙𝐿)
] ∙

1

2n2
 [

𝑛2 + 𝑛1 𝑛2 − 𝑛1

𝑛2 − 𝑛1 𝑛2 + 𝑛1
] ∙ [

𝑈1
+

𝑈1
−] 

可求出 [
𝐴3 𝐵3

𝐶3 𝐷3
] =

1

4n2n3
  

[
(𝑛3 + 𝑛2)(𝑛2 + 𝑛1)e

i(
2𝜋𝑛2

𝜆0
∙𝐿)

+ (𝑛3 − 𝑛2)(𝑛2 − 𝑛1)e
−i(

2𝜋𝑛2
𝜆0

∙𝐿)
(𝑛3 + 𝑛2)(𝑛2 − 𝑛1)e

i(
2𝜋𝑛2

𝜆0
∙𝐿)

+ (𝑛3 − 𝑛2)(𝑛2 + 𝑛1)e
−i(

2𝜋𝑛2
𝜆0

∙𝐿)

(𝑛3 − 𝑛2)(𝑛2 + 𝑛1)e
i(

2𝜋𝑛2
𝜆0

∙𝐿)
+ (𝑛3 + 𝑛2)(𝑛2 − 𝑛1)e

−i(
2𝜋𝑛2

𝜆0
∙𝐿)

(𝑛3 − 𝑛2)(𝑛2 − 𝑛1)e
i(

2𝜋𝑛2
𝜆0

∙𝐿)
+ (𝑛3 + 𝑛2)(𝑛2 + 𝑛1)e

−i(
2𝜋𝑛2

𝜆0
∙𝐿)

] 

 

(d) <抗反射多層結構> 

入射波𝑈1
+由左方入射，進入上ㄧ小題中的結構，可將相關的四道波之關係

表示為： 

[
𝑈2

+

𝑈1
−] = [

𝑡12 𝑟21

𝑟12 𝑡21
] ∙ [

𝑈1
+

𝑈2
−] 
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 可將此矩陣關係改寫為： 

[
𝑈2

+

𝑈2
−] =  [

𝐴3 𝐵3

𝐶3 𝐷3
] =

1

𝑡21
[
𝑡12𝑡21−𝑟12𝑟21 𝑟21

−𝑟12 1 ] [
𝑈1

+

𝑈1
−] 

 若沒有反射波，則𝑟12 = 0，也就是 𝐶3 = 0。 

(𝑛3 − 𝑛2)(𝑛2 + 𝑛1)e
i(

2𝜋𝑛2
𝜆0

∙𝐿)
+ (𝑛3 + 𝑛2)(𝑛2 − 𝑛1)e

−i(
2𝜋𝑛2

𝜆0
∙𝐿)

= 0 

等號兩端同除以e
i(

2𝜋𝑛2
𝜆0

∙𝐿)
，得到  

(𝑛3 − 𝑛2)(𝑛2 + 𝑛1) + (𝑛3 + 𝑛2)(𝑛2 − 𝑛1)e
−i(

4𝜋𝑛2
𝜆0

∙𝐿)
= 0 

又本式中 e
−i(

4𝜋𝑛2
𝜆0

∙𝐿)
的虛部必須為 0，得  

4𝜋𝑛2

𝜆0
∙ 𝐿 = (2m − 1) ∙ π 或 2m ∙ π；其中 m 為正整數。 

(d-1) 當 
4𝜋𝑛2

𝜆0
∙ 𝐿 = (2m − 1) ∙ π ，𝐿 =

2𝑚−1

4
∙

𝜆0

𝑛2
 ，此時 𝑛2

2 = 𝑛1𝑛3 ； 

(d-2) 當 
4𝜋𝑛2

𝜆0
∙ 𝐿 = 2m ∙ π ，𝐿 =

∙𝑚

2
∙

𝜆0

𝑛2
 ，此時 𝑛2(𝑛3 − 𝑛1) = 0，可得到

𝑛3 = 𝑛1 。 
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【第四題】 

在實驗課中，老師交給某位同學三個黑盒子 A、B、C，並要求該同學量測

黑盒子 A、B、C 的特性曲線。現在把該同學得到的數據表列於下： 

(a) 請分析數據，說明哪些黑盒子等效於歐姆電阻元件，並估計其電阻值。(10 分) 

(b) 利用黑盒子 A、B、C 組成圖 1 之直流電路，若電池的電壓為 4.2 V，請問通

過 P 點的電流為多少？(忽略電池的內電阻) (10 分) 

圖 1 

(c) 考慮圖 2 之直流電路，若電池一的電壓為 3.0 V，通過黑盒子 C 的電流為 

2.0 mA，請問通過黑盒子 A、B 的電流分別為多少？電池二的電壓為多少？ 

(忽略電池的內電阻) (10 分) 

 

 

 

 

 

 

圖 2 
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【第四題參考解】 

本題運用的物理概念：歐姆定律、克希荷夫電壓定律以及電流定律。 

 

(a) A、B、C 的電壓與電流的特性曲線圖如下所示： 

 

黑盒子 A 相當於電阻值為 1k的歐姆電阻元件， 

黑盒子 C 相當於電阻值 2k的歐姆電阻元件。 

 

(b) VC = 4.2 V，參考電壓電流特性曲線圖，IC = 2.1 mA。 

又因為 A、B 與 C 並聯，所以 VA + VB = 4.2。 

因為通過 A、B 的電流相同，所以在特性曲線圖上畫出等電流的水平線，如

下圖所示，估計對應的 VA、VB。 
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當通過 A、B 的電流約為 2.7 mA 時， 

VA = 2.7 V、VB = 1.6 V，VA + VB近似於 4.2V。 

因此，通過 P 點的電流約為 

2.1 mA + 2.7 mA = 4.8 mA 

 

(c) 參考下圖，已知通過黑盒子 C 的電流為 2.0 mA，其對應的電位差為 4V。假

設通過黑盒子 A 的電流為 IA，通過黑盒子 B 的電流為 IB，未知電池的電壓為

x。 

 

根據克希荷夫電壓定律，選取上半部封閉迴路，可以得到 

 

選取下半部封閉迴路，可以得到 

 
再根據克希荷夫電流定律，IA + IC = IB，也就是 

 
聯立方程式(3)與(2)，得到 IB與 VB滿足的方程式為 

 
把方程式畫在電壓與電流的特性曲線圖，如下圖所示。 
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可以看到方程式(4)與黑盒子 B 的趨勢線交於 (2.0 V, 3.0 mA) 。因此，通過

黑盒子 B 的電流 IB =3.0 mA，兩端電位差為 2.0 V。 

將 IB =3.0 mA 代入方程式(3)，可得通過黑盒子 A 的電流 

IA = 1.0 mA 

最後，將 IA = 1.0 mA 代入方程式(1)，可得未知電池的電壓 

x = 3.0 V 
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【第五題】 

(a) 使用一電磁爐加熱大小形狀相同的鐵鍋及鋁鍋，發現使用相同火力進行加

熱時鐵鍋溫度上升較快。試由鐵與鋁的材料特性 (如表 1) 及電磁爐加熱的

原理 (法拉第的電磁感應定律) 估算鐵鍋和鋁鍋的熱功率的比值。 (6 分) 

 電阻率 

(20°C 時) (∙m) 

磁化率 

(27°C 時) 

熱導率𝑘𝑡 

(W/(m∙K)) 

比熱 

(J/(kg∙K)) 

鐵 9.71 × 10−8 約 600 (鑄鐵) 80.4 447 

鋁 2.65 × 10−8 2.1 × 10−5 237 900 

                               表 1 

[註：材料中的磁場強度𝐵𝑚和外加磁場𝐵𝑒𝑥𝑡的關係為𝐵𝑚 ≈(1+)𝐵𝑒𝑥𝑡。] 

(b) 表一中未給出鐵和鋁的密度，將上述鐵和鋁鍋完全浸於水中，發現其重量

各減少 12.7％及 37.0％。已知水的密度為 1 g/𝑐𝑚3，問鐵和鋁的密度各為多

少？ (4 分) 

(c) 物體的熱傳導可由 
𝑄

∆𝑡
≈ −𝑘𝑡𝐴

∆𝑇

∆𝑥
 來描述，其中 Q 代表於∆𝑡時間中流入或流 

出的熱量，A 為截面積，∆𝑇為間距∆𝑥兩端的溫差。今考慮一鐵鍋，其鐵製 

鍋柄為 20cm 長。若該鐵鍋被加熱且鍋柄靠近鐵鍋的一端固定在 200°C，試

估算鍋柄遠離鍋子的一端的溫度由室溫 (約 25°C) 上升至 75°C 所花的時間

約幾秒？ (6 分) 

(d) 置入一薄片長方形冰磚  (形狀如圖 1 所示) ，冰磚長 L=𝑨𝑫̅̅ ̅̅ = 𝑩𝑪̅̅ ̅̅ 和寬

w=𝑨𝑩̅̅ ̅̅ = 𝑪𝑫̅̅ ̅̅ ，對角線𝑩𝑫平行於鍋底，厚度(垂直於紙面方向)遠小於長及寬，

於該 200°C 的鐵鍋中，初放入時冰磚不動，若鐵鍋鍋內的平滑度是均勻的，

初始時的靜摩擦係數為μ，問此時 A, B, D 點的鍋子給冰磚的正向力各為何？ 

(9 分) 

(e) 承(d)小題，幾秒後冰磚開始融化，設鐵鍋各處均固定為 200°C，問冰磚的

A,B,C,D 四端點融化的次序？ (2 分)  理由為何？ (2 分) 

(f) 承(e)小題，冰磚開始融化得出 0°C 的水及冰塊，以手觸摸水及以手觸摸冰塊

何者感覺較冷？ (1 分)  為什麼？ (1 分) 

                                            C 

  

                      B                       D 

                                  

                 

                          A 

圖 1 
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【第五題參考解】 

(a) 熱功率 P 由 P = 𝑉2/𝑅 求出，電阻R = ρ L/A，長度 L 及截面積 A 在相同的

鍋子形狀下為相同，電壓 V 由法拉第的電磁感應定律得知和磁通量Ф隨時間

變化成正比 ( V = −
∂Ф

∂t
 )，又對一材料中的均勻磁場 B(m)穿過截面積 A’的

磁通量為Ф = B(m)A′。因外加磁場對二鍋的時變率皆同，且有相同的形狀，

故兩者的熱功率比為： 

P(鐵鍋)/P(鋁鍋)≈
(1+(鐵))

2
/ρ(鐵)

(1+(鋁))
2

/ρ(鋁)
≈ 9.86 × 104 

 

(b) 設物體密度為 d，物體浸入水中受浮力為1 × V × g，故重量減少百分比為 
1𝑉𝑔

𝑑𝑉𝑔
=

1

𝑑
；由此得 d(鐵)=1/0.127=7.87 (g/𝑐𝑚3)； d(鋁)=1/0.37=2.70 (g/𝑐𝑚3) 

 

(c) [估算法]：由 Q=比熱Cv ×鍋柄質量(=d(鐵)×A(鍋柄) ×L(鍋柄))×溫度變化量

(=75-25)；於此溫度變化過程柄的末端溫度一直在變，故選擇中間溫度 (50°C ) 

來估算熱傳導的溫差。由
𝑄

∆𝑡
≈ −𝑘𝑡𝐴

∆𝑇

∆𝑥
 可得： 

∆𝑡 ≈
𝑄

𝑘𝑡𝐴
∆𝑇

∆𝑥

≈
𝐶𝑣 𝑑𝐴𝐿 (75−25)

𝑘𝑡𝐴
(200−50)

𝐿

=
447×7.87×103×(0.2)2×50  

80.4×150
≈ 583 (sec)  

[較精確的算法]：和上述估算類似，但計入末端溫度隨時間的變化： 

𝐶𝑣 𝑑𝐴𝐿 𝑑𝑇

𝑑𝑡
≈ 𝑘𝑡𝐴

(200−𝑇)

𝐿
  

 𝑡 ≈ ∫
𝐶𝑣 𝑑𝐴𝐿 𝑑𝑇

𝑘𝑡𝐴
(200−𝑇)

𝐿

75

25
=

447×7.87×103×(0.2)2

80.4
Ln[

175

125
] ≈ 589 (sec) 

 

(d) 設 A,B,D 點的正向力為𝑁𝐴, 𝑁𝐵, 𝑁𝐷，冰磚總值量為 M，各向均勻。故設有相同

的磨擦係數μ，整體靜力平衡的條件為： 

𝑀𝑔 + 𝑓𝐵 − 𝑓𝐷 − 𝑁𝐴 = 0, 

𝑓𝐴 + 𝑁𝐵 = 𝑁𝐷, 

𝑅 × 𝑓𝐷 + 𝑅 × 𝑓𝐵 +  𝑅 × 𝑓𝐴 × Sinθ =  𝑅 × 𝑁𝐴 × Cosθ. 

第三式是由以冰磚質心為轉動中心的合力矩為零得出，R=𝑩𝑫̅̅̅̅̅/2，θ 為 A 點

至冰磚質心的線段與鍋底的夾角。帶入𝑓𝑖 = μ 𝑁𝑖 (i=A,B, or D) 得出。由三角

形作圖的幾何關係得到 

 𝑆𝑖𝑛𝜃 =
2𝐿𝑤

𝐿2 + 𝑤2
 , 𝐶𝑜𝑠𝜃 =

𝐿2 − 𝑤2

𝐿2 + 𝑤2
 

解完代數後得： 

𝑁𝐴 =
𝑀𝑔

1 + μ2
, 
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𝑁𝐵 = 𝑀𝑔 [
−1

2μ
+

𝐿(𝐿 − 𝑤)

(𝐿2 + 𝑤2)(1 + μ2)
], 

𝑁𝐷 = 𝑀𝑔 [
1

2μ
−

𝑤(𝐿 + 𝑤)

(𝐿2 + 𝑤2)(1 + μ2)
] 

 

(e) D->B->A->C；D 最先融解因為該點正向力及摩擦力均為最大，其次為 B 點，

最小的為 A 點，正向力越大融點越低，摩擦生熱也會讓該區易融。C 點沒有

直接和鐵鍋接觸，因此最晚融解。 

 

(f) 冰較冷，因為冰的熱傳導係數大於水。 
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106學年度普通型高級中等學校數理及資訊學科能力競賽物理科決賽 

筆試二試題及參考解 

【第一題】 

如右圖所示，考慮一質

量 m、半徑 r、轉動慣量為

(2 5⁄ )𝑚𝑟2的小球在一位於水

平地面上，質量 M，半徑 R

的半球表面上運動 (𝑟 ≪ 𝑅)。

本題用到的重力加速度以 g

表示。 

I. 若半球固定於地面上，且

小球與半球表面的靜摩

擦係數為𝜇。初始時，小球位於半球的頂點，並讓小球以幾乎為零的初速，開

始向右運動。 

(a) 若小球在半球面上作純滾動，當小球與 y 軸的夾角為𝜃時，求小球的質心

運動速率 v。以𝜃的函數及上述的物理參數表示。 (5 分) 

(b) 承(a)小題，求半球施加在小球上的正向力及摩擦力的大小𝐹𝑁、 𝐹𝑇。以𝜃

的函數及上述的物理參數表示。 (6 分) 

(c) 承(a)、(b)小題，設𝜇 = 1/3，小球在𝜃 = 𝜃1時，會開始相對於半球表面滑

動，求cos𝜃1。 (5 分) 

II. 若小球表面、半球表面及地面皆為光滑。初始時，小球位於半球的頂點，並

讓小球以幾乎為零的初速，開始向右運動。 

(d) 當小球與 y 軸的夾角為𝜃時，求半球及小球的質心運動速度�⃗� 、𝑣 。以𝜃的

函數及上述的物理參數表示。 (8 分) 

(e) 承(d)小題，求半球施加在小球上的正向力大小𝐹𝑁。以𝜃的函數及上述的

物理參數表示。 (6 分) 

 

 

  

R 

m 

θ 

y 

x 
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【第一題參考解】 

(a) 質量為 m 的小球之質心位置為 

𝑟 (𝑡) = 𝑅{sin𝜃(t)�̂� + cos𝜃(t)�̂�}. 

小球的速度及加速度分別為 

𝑣 (𝑡) = 𝑅�̇�{cos𝜃(t)�̂� − sin𝜃(t)�̂�}. 

𝑎 (𝑡) = 𝑅�̈�{cos𝜃(t)�̂� − sin𝜃(t)�̂�} − 𝑅�̇�2{sin𝜃(t)�̂� + cos𝜃(t)�̂�}. 

由力學能守恆知 

1

2
m𝑣2 +

1

2
𝐼𝜔2 + 𝑚𝑔𝑅cos𝜃(t) = 𝑚𝑔𝑅. 

𝑣 = 𝑅�̇�, 𝑟𝜔 = 𝑅�̇�, 𝐼 = (2 5)⁄ 𝑚𝑟2. 

化簡可得 

(7 10)⁄ 𝑚𝑅2�̇�2 = 𝑚𝑔𝑅(1 − cos𝜃) 

⇒ �̇� = √
10𝑔(1−cos𝜃)

7𝑅
= √

20𝑔

7𝑅
sin(𝜃/2). 0 ≤ 𝜃 ≤ π/2. 

𝑣 = √
20𝑔𝑅

7
sin(𝜃/2). 

 

(b)  �̈� = √
5𝑔

7𝑅
�̇�cos (

𝜃

2
) =

5𝑔

7𝑅
sin𝜃. 

由牛頓第二運動定律： 

𝐹𝑁{sin𝜃(t)�̂� + cos𝜃(t)�̂�} + 𝐹𝑇{−cos𝜃(t)�̂� + sin𝜃(t)�̂�} − 𝑚𝑔�̂� = 𝑚𝑎 (𝑡). 

𝑚𝑎 (𝑡) = 𝑚𝑅�̈�{cos𝜃(t)�̂� − sin𝜃(t)�̂�} − 𝑚𝑅�̇�2{sin𝜃(t)�̂� + cos𝜃(t)�̂�}, 

𝑚𝑎 (𝑡) = (5/7)𝑚𝑔sin𝜃{cos𝜃(t)�̂� − sin𝜃(t)�̂�} − (10/7)𝑚𝑔(1 −

        cos𝜃){sin𝜃(t)�̂� + cos𝜃(t)�̂�}. 

半球作用在小球的正向力為 

𝐹𝑁 = (𝑚𝑔/7)(17cos𝜃 − 10). 

半球作用在小球的最大靜摩擦力為 

𝐹𝑇 = (2𝑚𝑔/7)sin𝜃. 

 

(c) 沒有滑動的條件為 

𝜇𝐹𝑁 ≥ 𝐹𝑇 ⇒ 𝜇(17cos𝜃 − 10) ≥ 2sin𝜃. 

𝜇 = 1/3，恰好滑動時 

(17cos𝜃1 − 10) = 6sin𝜃1. 

289cos2𝜃1 − 340cos𝜃1 + 100 = 36 − 36cos2𝜃1. 

化簡可得： 

325cos2𝜃1 − 340cos𝜃1 + 64 = 0. 

cos𝜃1 = 4/5 或 16/65(不合). 

 

(d) 質量為 m 的小球之質心相對於半球的位置為 
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𝑟 (𝑡) = 𝑅{sin𝜃(t)�̂� + cos𝜃(t)�̂�}： 

半球底部的中心點座標為𝑥(t)�̂�. 

小球的速度及加速度分別為 

𝑣 (𝑡) = �̇�(t)�̂� + 𝑅�̇�{cos𝜃(t)�̂� − sin𝜃(t)�̂�}.      (1) 

𝑎 (𝑡) = �̈�(t)�̂� + 𝑅�̈�{cos𝜃(t)�̂� − sin𝜃(t)�̂�} − 𝑅�̇�2{sin𝜃(t)�̂� + cos𝜃(t)�̂�}.   (2) 

由水平方向動量守恆及力學能守恆知 

𝑚(�̇� + 𝑅�̇�cos𝜃) + 𝑀�̇� = 0.      (3) 

1

2
m𝑣2 +

1

2
𝑀�̇�2 + 𝑚𝑔𝑅cos𝜃(t) = 𝑚𝑔𝑅.      (4) 

𝑣 = √�̇�2 + 𝑅2�̇�2 + 2�̇�𝑅�̇�cos𝜃 . 

由(3)、(4)化簡可得 

⇒ �̇� = √
2(𝑀+𝑚)𝑔(1−cos𝜃)

𝑅(𝑀+𝑚 sin2𝜃)
= √

4(𝑀+𝑚)𝑔

𝑅(𝑀+𝑚 sin2𝜃)
sin (

𝜃

2
).      (5) 

0 ≤ 𝜃 ≤ π/2. 

由(3)可得 

�⃗� = �̇�(t)�̂� = √
4(𝑀+𝑚)𝑅𝑔

(𝑀+𝑚 sin2𝜃)
sin(𝜃/2) {−

𝑚

𝑀+𝑚
cos𝜃 �̂�}。      (6) 

將上面的結果帶入(1)可得 

𝑣 = √
4(𝑀+𝑚)𝑅𝑔

(𝑀+𝑚 sin2𝜃)
sin(𝜃 2⁄ ) {

𝑀

𝑀+𝑚
cos𝜃�̂� − sin𝜃�̂�} . 

 

(e) 由牛頓第二運動定律: 

𝐹𝑁{sin𝜃(t)�̂� + cos𝜃(t)�̂�} − 𝑚𝑔�̂� = 𝑚𝑎 (𝑡).      (7) 

其中𝑚𝑎 (𝑡) = {𝑚�̈��̂�} + 𝑚𝑅�̈�{cos𝜃(t)�̂� − sin𝜃(t)�̂�} − 𝑚𝑅�̇�2{sin𝜃(t)�̂� +

            cos𝜃(t)�̂�}。 

將(7)式投影到小球運動的法線方向{sin𝜃(t)�̂� + cos𝜃(t)�̂�}： 

𝐹𝑁 = 𝑚�̈�sin𝜃 − 𝑚𝑅�̇�2 + 𝑚𝑔cos𝜃.      (8) 

將(5)、(6)式的結果帶入(7)式可求得半球作用在小球的正向力 

𝐹𝑁 =
𝑀𝑚𝑔

(𝑀+𝑚 sin2𝜃)2
{(𝑀 + 𝑚)(3cos𝜃 − 2) − 𝑚cos3𝜃}. 
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【第二題】 

隨題所附的材料袋中，有一片被稱為 Lenticular sheet 或 Lenticular lens sheet

的塑質膠片，圖 1(i)為此膠片的實物影像。其結構示意圖請參見圖 1(ii)，一面是

橫截面為圓弧型的柱狀條被整齊排列地壓製在平整的光滑膠面上；柱狀條的間距

相等(以柱狀密度 LPI 為規格)。圖 1(iii)呈列出此塑質膠片選用時，必須考慮的幾

項重要的規格。 

         (i)                              (ii) 

 (iii) 

圖 1 Lenticular sheet 塑質片。(i)實物影像圖；(ii) 結構示意圖；(iii)塑質膠片選用

時，必須考慮的幾項重要結構規格和參數。[參考文獻 1-4] 

 

(a) 材料袋內另有四張如圖 2(i)-2(iv)所呈現的線條圖卡，請取出，並以 Lenticular 

sheet 「分別」觀察此四張線條圖卡。請詳細描述你觀察到的現象或結果？ 

(5 分) 

 

 

 

 

(i)               (ii)               (iii)              (iv) 

圖 2 線條圖卡 

 

(b) 光學分幾何光學領域（如反射、折射……）及物理光學領域（如干涉、繞

射……），請問您所觀察到的現象或結果屬於哪個領域的哪個現象？ (5 分) 
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(c) 請詳細解釋您所觀察到之結果的科學原因？ (5 分) 

(d) 此物美價廉的 Lenticular sheet 塑質材料已大量應用於諸多領域中，請試著至

少列舉出三個應用範例，或您認為可以如何應用？ (5 分) 

(e) 請用材料袋內所附的雷射筆，並以桌面當成成像面，觀察類似圖 3 的現象。

請問什麼情況才能獲得如圖中所呈現的圓？請說明所得之圓的半徑大小受

哪些因素影響？ (5 分) 

 

    

圖 3 雷射光照射 Lenticular 膠片所得之結果 

 

(f) 請試著解釋產生此現象的原因 (可以文字說明搭配雷射光光徑的示意圖作

答)。 (5 分) 

 

參考資料： 

1. http://www.snapily.com/blog/101-of-lenticular-lenses/ 

2. https://en.wikipedia.org/wiki/Lenticular_lens 

3. http://www.genesis3d.com.tw/G3D/lenticular/lenticular_design.htm 

4. https://en.wikipedia.org/wiki/Lenticular_printing 

 

 

  

http://www.snapily.com/blog/101-of-lenticular-lenses/
https://en.wikipedia.org/wiki/Lenticular_lens
http://www.genesis3d.com.tw/G3D/lenticular/lenticular_design.htm
https://en.wikipedia.org/wiki/Lenticular_printing
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【第二題參考解】 

(a)  

1. 若 Lenticular sheet 緊貼圖 2 的任一張圖卡，則 Lenticular sheet 就僅如同

一般透明片，可直接觀看到圖卡上完整的線條組。 

2. 但當 Lenticular sheet 以距圖卡僅數公分以上的距離觀看時，則僅能看到

與 Lenticular sheet 之柱條組互相垂直的線條組，其他方向的線條組則無

法觀測到。 

3. 如橫向排列的 Lenticular sheet 可看到垂直排列的線條組，反之透過垂直

排列的 Lenticular sheet 僅可看橫向水平排列的線條組。而對角線條組，

則需 Lenticular sheet 上的透鏡柱狀條也以對角排列的方式，且成垂直才

能看到。 

 

(b) 幾何光學領域…… 

 

(c) 導因於平凸柱狀透鏡的成像原理，將圖卡上的圖案視為是位於距焦距無限遠

處的實物，故其實像變成無限小。 

 
 

(d) 利用此塑膠片的簡單結構和原理可以用來使圖案或影像產生不同的效果 

1. 3D /深度效果 

2. 動作效果 

3. 翻轉效果 

4. 縮放效果 

5. 變形效果  

過去，此透鏡片大量應用於 Lenticular printing (透鏡印刷技術)，多用於娛樂

或廣告的用途，但近 20 年來，發現使用於下列的應用價值甚至遠遠印刷的

用途。 其中包括： 
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1. 3D 顯示 

2. 眼睛矯正鏡片（Bifocals） 

3. 標牌 

4. 產品包裝 

5. 雜誌插入頁面的特殊設計 

6. 舊電影單色到彩色轉換 

 

(e)   

1. 當透鏡式柱狀條紋垂直立於桌面時, 雷射光入射至直條紋的角度 θ 

和  

2. 條紋密度 LPI 

3. 每一透鏡條紋的弧角 t, r 

4. 雷射光的波長(??) 

…… 
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【第三題】 

(a) 如圖所示，飛機以 250 m/s 的等速度與等高度飛行，從靜止不動的觀察者前

方 a 位置飛到觀察者後方 b 位置，飛行時間差距為 5 s。當飛機在 a 位置時觀

察者量測到的飛機發出的音頻為 2000 Hz，當飛機在 b 位置時測量到的音頻

變為 800 Hz，如果飛機引擎振動頻率為 1200 Hz，請求出飛機高度 h 為多少？

(假設聲音速度為 330 m/s)  (15 分) 

(b) 如果地面觀察者持續發出音頻為 1500 Hz 的噪音，請問在飛機上的飛行員分

別在 a 與 b 位置時，聽到的噪音頻率為多少 Hz。 (15 分) 
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【第三題參考解】 

(a) 都仆勒公式： 

𝑓′ = 𝑓(𝑣 ± 𝑣0 cos 𝛽)/(𝑣 ± 𝑣𝑠 cos 𝛼) 

𝑓′與𝑓分別為觀察者測量到與聲源的頻率，v 為聲音速度，v0 為觀察者行進

速度，vs 為聲源速度，β 為聲音傳到觀察者的方向與觀察者運動方向所夾的

角度，α 為聲音傳到觀察者的方向與聲音源運動方向所夾的角度。 

假設發射音頻物體速度為 u 

在前方時量到的音頻為 

𝑓𝑎 =
𝑣

𝑣 − 𝑢 cos 𝜃𝑎
𝑓0 

所以 

cos 𝜃𝑎 =
𝑣(𝑓𝑎−𝑓0)

𝑢𝑓𝑎
= 0.58 

在後方時量到的音頻 

𝑓𝑏 =
𝑣

𝑣+𝑢 cos𝜃𝑏
𝑓0 

所以 

cos 𝜃𝑏 =
𝑣(𝑓0 − 𝑓𝑏)

𝑢𝑓𝑏
= 0.66 

飛行長度為 

𝑢𝑡 = 250 (
m

s
) × 5(s) = 1250(m) 

因為 

𝑢𝑡 = ℎ × (cot 𝜃𝑎 + cot 𝜃𝑏) 

所以 

ℎ =
𝑢𝑡

cos 𝜃𝑎

√1 − cos 𝜃𝑎
2
+

cos 𝜃𝑏

√1 − cos 𝜃𝑏
2

= 657.4(m) 

 

(b) 飛機在 a 點聽到的音頻為 

𝑓′ =
𝑓(𝑣 + 𝑢 cos 𝜃𝑎)

𝑣
 

𝑓′ = 1500 ×
330 + 250 × 0.528

330
= 2100(Hz) 

飛機在 b 點聽到的音頻為 

𝑓′ =
𝑓(𝑣 − cos 𝜃𝑏)

𝑣
 

𝑓 = 1500 ×
330 − 250 × 0.66

330
= 750(Hz) 
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【第四題】 

物質中有許多的正電荷與負電荷，許多的材料性質都是由這些等量的正負  

電荷所決定。若有 N 個電荷，這些電荷的"電偶極矩"𝑝 ，定義為： 

𝑝 ≡ ∑𝑞𝑖

𝑁

𝑖

𝑟𝑖⃗⃗ ，                            (1) 

其中𝑞𝑖為第 i 個電荷的電荷，𝑟𝑖為位置向量。 

(a) 例如一個正電荷與一個負電荷組成的電偶極，若有一個正電荷+e 在𝑟+ = 𝑅�̂� 

(其中 R 是一數字，�̂�為 x 方向的單位向量)，一個負電荷 -e 在 𝑟− = 0。則此

一電偶極的電偶極矩是： 

𝑝 = 𝑒𝑟+ + (−𝑒)𝑟− = 𝑒𝑅�̂� . 

若正電荷在 x 軸上向左移動 d 的距離，則電偶極矩的變化量 Δ𝑝 為多少？ (3

分) 

(b) 兩個相距 r 的電荷𝑞1和𝑞2之間的電位能為： 

𝑈(𝑟) =
𝑘𝑞1𝑞2

𝑟
 , 

𝑘為常數，𝑟為距離。若有一個一維無限長的離子晶體，由交替的正負離子組

成，如圖 1，正電荷和負電荷的距離為 R。 

 
圖 1 

 

計算所有電荷的電位能。可使用以下公式 

log𝑒(1 + 𝑥) = 𝑥 −
𝑥2

2
+

𝑥3

3
−

𝑥4

4
+ ⋯ 

其中log𝑒為自然對數，是以 e 為底數的對數函數，e=2.7182…為一常數。答

案直接以 k,e,R,log𝑒表示，不需用計算機算出log𝑒函數的值。 (7 分) 

(c) 對於以上一維的無限長離子晶體，方程式(1)計算出的電偶極矩會是無窮大。 

所以對巨觀尺度的晶體，會使用單位體積的電偶極矩(
𝑝 

體積
) ≡

∑ 𝑞𝑖
𝑁
𝑖 𝑟𝑖

體積
，來描述 

晶體的電偶極性質，稱為電極化強度，使用大寫�⃗� 符號代表。以上面討論的

一維晶體來說，就是 

�⃑⃗� =
∑ 𝑞𝑖

𝑁
𝑖 𝑟𝑖

長度
 . 
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又因為晶體是週期性的，所以可以計算一個週期的單位長度電偶極矩，就

會等於�⃗� 。例如以上一維晶體，可如圖 2，一個週期有一顆正離子與一顆負

離子。 

 

圖 2 

 

計算此一維晶體的單位長度電偶極矩�⃗� 。(5分) 

(d) 將晶體分成週期性單元的方法不只一種，例如，以上晶體也可以用圖 3 分法： 

 

圖 3 

 

計算此一維晶體的單位長度電偶極矩�⃗� 。你得到的答案跟(c)題相同嗎？ (5

分) 

(e) 若使用(c)中的週期分法，然後將每個正電荷向左移一格 (位移 2R)。那麼，

使用(a)的結果，該單元的電偶極矩的變化量為多少？此一維晶體的單位長度

電偶極矩�⃗� 變為多大？與(c)和(d)是否一樣？ (5 分) 

(f) 如(e)小題，若將每個正電荷向左移 2,3,4…格或向右移 1,2,3…格，其實每個

單元的正電荷都移動後，晶體仍然是由正負相間的離子組成，並無改變。同

樣使用(a)的結果， 寫出所有此一維晶體的單位長度電偶極矩�⃗� 可能的值。 (5

分) 
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【第四題參考解】 

(a) Δ𝑝 = (+𝑒)(−𝑑�̂�) = −𝑒𝑑�̂� 

 

(b) U = [−
𝑘𝑒2

𝑅
+

𝑘𝑒2

2𝑅
−

𝑘𝑒2

3𝑅
+

𝑘𝑒2

4𝑅
+ ⋯] + [−

𝑘𝑒2

𝑅
+

𝑘𝑒2

2𝑅
−

𝑘𝑒2

3𝑅
+

𝑘𝑒2

4𝑅
+ ⋯ ] 

contributions from the left and right hand sides. 

= −2 ∙
𝑘𝑒2

𝑅
∙ [1 −

1

2
+

1

3
−

1

4
+ ⋯ ] 

使用公式 : ln(1 + 𝑥) = 𝑥 −
𝑥2

2
+

𝑥3

3
−

𝑥4

4
+ ⋯ 

= −(2 ln 2)
𝑘𝑒2

𝑅
 

 

(c) 一個單元的長度是 2R， 

�⃗� =
𝑒𝑟 + + (−𝑒)𝑟 −

2𝑅
 

=
𝑒 ∙ 0.5𝑅�̂� + (−𝑒)1.5𝑅�̂�

2𝑅
 

=
−𝑒𝑅�̂�

2𝑅
 

= −
𝑒

2
�̂� 

 

(d)                         �⃗� =
𝑒𝑟 ++(−𝑒)𝑟 −

2𝑅
 

=
(−𝑒) ∙ 0.5𝑅�̂� + 𝑒 ∙ 1.5𝑅�̂�

2𝑅
 

=
𝑒𝑅�̂�

2𝑅
 

=
𝑒

2
�̂� 

跟上小題得到的不同，且極化方向完全相反。 

 

(e) 使用(a)的結果，代入 d = 2R： 

Δ𝑝 = −2𝑒𝑅�̂� 

則 

�⃗� = −
𝑒

2
�̂� +

Δ𝑝 

2𝑅
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= −
𝑒

2
�̂� − 𝑒�̂� 

= −
3𝑒

2
�̂� 

與前兩小題都不同。 

 

(f) 使用(a)的結果，代入 d = 4R： 

Δ𝑝 = −4𝑒𝑅�̂� 

則 

�⃗� = −
𝑒

2
�̂� +

Δ𝑝 

2𝑅
 

= −
𝑒

2
�̂� − 2𝑒�̂� 

= −
5𝑒

2
�̂� 

依序代入可得到 :  

�⃗� = ⋯ ,−
5𝑒

2
�̂�, −

3𝑒

2
�̂�,

𝑒

2
�̂�,

𝑒

2
�̂�,

3𝑒

2
�̂�,

5𝑒

2
�̂�,⋯ 
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【第五題】 

如圖 1 所示，一個截面積為 A 的柱

形容器垂直豎立，容器內有厚度為 t 的活

塞。此活塞由密度為  的某種材質製成，

且與器壁無摩擦。活塞將容器隔成兩區，

活塞下方為某種單原子分子氣體，上方為

某種雙原子分子氣體。在溫度 T0 時，系統

達到平衡，下區的壓力為 pa,0，長度為 La，

上區的長度為 Lb。 

假設緩慢升高系統溫度時，少量的雙

原子分子氣體會分解成單原子分子氣體，

分解的比例是原來總分子數的TT0，T

是系統升高的溫度，且T 遠小於 T0。若在

升溫過程中發現活塞緩慢上升，則活塞的

厚度 t 應滿足的條件為何？(假設在升溫過

程中，容器與活塞的熱膨脹均可忽略) 

圖 1 
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【第五題參考解】 

設活塞質量為 m，在 T0 時，活塞下方的壓力為 pa,0，上方的壓力為 pb,0。此時系

統達到平衡，活塞在垂直方向所受之合力為 0，因此 

,0 ,0

,0 ,0

,0 ,0

0

0

(1)

y a b

a b

b a

F p A p A mg

p A p A At g

p p t g





   

   

  


 

先假設在升溫過程中活塞不動，計算上下兩區內的壓力。 

設下區的壓力在溫度升到 T0T 時為 pa，因體積不變，壓力與溫度成正比，故 

0

,0 0

,0

0

1 (2)

a

a

a a

p T T

p T

T
p p

T

 


 
   

 

 

設在 T0 時，上區內分子的莫耳數為 n0，由(1)式知區內壓力 pb,0 為 pa,0 t g，理

想氣體方程式可寫成 

,0 0 0( )( ) (3)a bp t g AL n RT   

當溫度升到 T0T 時，上區內分子的莫耳數變為 n 

0 0 0 0

0 0 0

2 1 (4)
T T T

n n n n n
T T T

   
     

 
 

設此時壓力為 pb，則理想氣體方程式可寫成 

0 0

0

2

0 0

0

( ) 1 ( )

1 (5)

b b

T
p AL n R T T

T

T
n RT

T

 
    

 

 
  

 

 

將(5)除以(3)得 

2

,0 0

1b

a

p T

p t g T

 
  

  
 

因此 

 
2

,0

0

1 (6)b a

T
p p t g

T


 
   

 
 

由(2)與(6)可得溫度 T0T 時，活塞在垂直方向所受之合力 
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2

,0 ,0

0 0

2

,0 ,0

0 0 0

2 2

,0 ,0

0 0 0 0

,0

1 1

1 1 2

2

2

y a b

a a

a a

a a

a

F p A p A At g

T T
p A p t g A At g

T T

T T T
p p t g t g A

T T T

T T T T
p p t g t g A

T T T T

T
t g p

T



 

 

 



  

    
        

   

       
           

       

       
        
     


 



 
2

,0

0 0

a

T
t g p A

T


  
    
   

  

因為T 遠小於 T0，故(TT0)
2 項與(TT0)項比較後可忽略，因此 

 ,0

0

2 (7)y a

T
F t g p A

T



   

當活塞在垂直方向所受之合力大於 0 時，活塞上升，故 

,0

,0

2 0

(8)
2

a

a

t g p

p
t

g





 

 
 

此即活塞的厚度 t 應滿足的條件。 
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