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【第一題】(15%) 

    在一光滑桌面上水平放置一個質量為𝑀、半徑為𝑅的圓形環，並在環的內緣

放置一個質量為𝑚的小球(如下圖)，且𝑀 ൐ 𝑚。一開始圓形環靜置於桌上，而

小球以初速𝑣⃗沿環的內緣運動。在整個系統均不考慮摩擦力的情況下， 

 

 

 

 

 

a. 請詳細說明小球相對於此系統之質量中心的運動速率及運動方式。(8%) 

b. 小球相對於桌面的最小動能是多少?(7%) 
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【第一題】參考解 

 

因為一開始小球有速度𝑣而圓形環靜止，所以相對於桌面總動量是𝑚𝑣，

加上整個系統均不考慮摩擦力，因此依據動量守恆，質心(質量為𝑚 ൅

𝑀)相對於桌面的動量也是𝑚𝑣，所以質心相對於桌面的速度將一直是

𝑚𝑣⃗/ሺ𝑚 ൅ 𝑀ሻ。 

 

a. 從上面知小球一開始相對於質心的速度是 

𝑣⃗ െ 𝑚𝑣⃗/ሺ𝑚 ൅ 𝑀ሻ ൌ 𝑀𝑣⃗/ሺ𝑚 ൅ 𝑀ሻ， 

而小球與質心的距離𝑙是 

𝑚 ൈ 𝑙 ൌ 𝑀 ൈ ሺ𝑅 െ 𝑙ሻ ⇒ 𝑙 ൌ 𝑅/ሺ𝑚 ൅ 𝑀ሻ。 

因為無外力矩，所以依據角動量守恆，小球相對於質心的角動量將一直

保持不變，其值為: 

𝐿 ൌ 𝑚 ൈ 𝑀𝑣/ሺ𝑚 ൅ 𝑀ሻ ൈ 𝑅/ሺ𝑚 ൅ 𝑀ሻ ൌ 𝑚𝑀𝑅𝑣/ሺ𝑚 ൅ 𝑀ሻଶ 

因此小球將以𝑀𝑣/ሺ𝑚 ൅ 𝑀ሻ的速率，在以質心為圓心，𝑅/ሺ𝑚 ൅ 𝑀ሻ為半

徑的圓上做等速率圓周運動。 

 

b. 從前面知質心相對於桌面的速率將一直是𝑚𝑣/ሺ𝑚 ൅ 𝑀ሻ，而從 a小題知

小球相對於質心的速率將一直是𝑀𝑣/ሺ𝑚 ൅ 𝑀ሻ，所以小球相對於桌面的

最小速率將發生在前述這兩個相對運動的方向相反時，即 

𝑣୫୧୬ ൌ 𝑀𝑣/ሺ𝑚 ൅ 𝑀ሻ െ 𝑚𝑣/ሺ𝑚 ൅ 𝑀ሻ ൌ ሺ𝑀 െ 𝑚ሻ𝑣/ሺ𝑀 ൅ 𝑚ሻ 
因此小球相對於桌面的最小動能為 

𝑚𝑣ଶሺ𝑀 െ 𝑚ሻଶ/2ሺ𝑀 ൅ 𝑚ሻଶ 
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【第二題】(15%) 

    在一光滑桌面上水平放置一木板，木板上豎立一個裝置可以懸掛一個自由

擺動的單擺，單擺是以長度為𝑙的細繩綁住一小球所組成(如下圖)。假設小球與

木板的質量分別為𝑚與𝑀，裝置與細繩的質量、桌面與木板的摩擦力均忽略不

計。如果小球在細繩與鉛直線成 45 度夾角時被釋放，在接下來的運動中，當小

球到達最低點時，細繩的張力為𝑚𝑔的多少倍? (𝑔為重力加速度) 
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【第二題】參考解 

     

                                               

 

 

 

                               𝑉                          
 

 

小球擺盪的過程中，始終受到細繩施力𝑇與重力𝑚𝑔。假設小球盪到最低點

時相對於木板的速度為𝑣，並假設木板此時向左速度為𝑉，則小球所受合力等於

其質量乘上加速度，在徑向方面： 

𝑇 െ 𝑚𝑔 ൌ 𝑚𝑣ଶ/𝑙                     (1) 

所以 

𝑇 ൌ 𝑚ሺ𝑔 ൅ 𝑣ଶ/𝑙ሻ.                    (2) 

另一方面假設小球在釋放的位置是零位面，則往後所有時刻系統的總能量均為

零，因此在最低點時 

ଵ

ଶ
𝑀𝑉ଶ െ 𝑚𝑔𝑙 ቀ1 െ ଵ

√ଶ
ቁ ൅ ଵ

ଶ
𝑚ሺ𝑣 െ 𝑉ሻଶ ൌ 0         (3) 

而水平方向動量守恆導致 

 𝑚ሺ𝑣 െ 𝑉ሻ ൌ 𝑀𝑉                       (4) 

利用(4)式得到𝑉並代入(3)式並化簡得 

௠ெ

௠ାெ
𝑣ଶ ൌ 2𝑚𝑔𝑙 ቀ1 െ ଵ

√ଶ
ቁ                  (5) 

所以 

𝑣ଶ/𝑙 ൌ 𝑔൫2 െ √2൯/ ቀ ெ

ெା௠
ቁ                 (6) 

將(6)式代入(2)式得到 

𝑇
𝑚𝑔

ൌ 3 െ √2 ൅ ൫2 െ √2൯
𝑚
𝑀

ൌ 1 ൅ ൫2 െ √2൯
𝑀 ൅ 𝑚

𝑀
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3.(10%) 

有一密閉容器，內有一無摩擦可自由滑動的隔板區分左右且有效隔絕氣體。右邊

是真空且在隔板與右側壁間裝有與其垂直且彈力常數為 k 之彈簧，左邊裝有氣體

且滿足理想氣體方程式 PV＝nRT。初始狀態時，溫度為 T0、壓力為 P0、氣體體

積為 AL0，其中 A 為隔板面積、L0 為氣室長度。當溫度增加ΔT 時，氣體體積增

加 AΔx，其中Δx 為隔板向右的位移。假設容器及隔板的膨脹係數可忽略。試問，

彈簧彈力常數為何？(請以題目中的已知物理量表示) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

初始狀態時，溫度為 T0、壓力為 P0，設此時彈簧壓縮量 x0，則 P0A=kx0....(1) 

氣體體積為 AL0，理想氣體方程式 P0AL0＝nRT0....(2) 

由上兩式，得 kx0L0＝nRT0....(3) 

 

當溫度為 T0+ΔT 時，k (x0+Δx)(L0+Δx)= nR(T0+ΔT) 

                   kΔx(L0+Δx+x0)= nRΔT....(4) 

 

由(4)/(3)得Δx(L0+Δx+x0)/ x0L0＝ΔT/ T0....(5) 

 

由(5)得 

𝑥଴ ൌ
ሺ𝐿଴ ൅ ∆𝑥ሻ𝑇଴∆𝑥
𝐿଴∆𝑇 െ 𝑇଴∆𝑥

… . ሺ6ሻ 

 

由(6)得彈力常數 

𝑘 ൌ
𝑃଴𝐴
𝑥଴

ൌ
𝑃଴𝐴

ሺ𝐿଴ ൅ ∆𝑥ሻ𝑇଴∆𝑥
𝐿଴∆𝑇 െ 𝑇଴∆𝑥

ൌ
𝑃଴𝐴ሺ𝐿଴∆𝑇 െ 𝑇଴∆𝑥ሻ

ሺ𝐿଴ ൅ ∆𝑥ሻ𝑇଴∆𝑥
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4.(20%) 

(a) 已知肥皂溶液的表面張力為 γ = 5 × 10-2 N/m，假設緩緩吹肥皂泡時，皂液的

表面張力性質不變，當肥皂泡的半徑為 4 cm 時，肥皂泡內外所承受的壓力差

為何？ 

(b) 有一物體和水裝在同一容器中，當溫度在 30 ℃時，物體和水的體積比值為 

1：15，此時物體的平均密度與水相同，物體完全沒入水中。當物體和水的溫

度同時升至 80 ℃時，水面的高度沒有改變，但物體有十分之二的體積浮出水

面。已知水的體膨脹係數為 2.4 × 10-4 K-1，試問該物體的平均體膨脹係數為

何？ 

 

 

(a) 

設皂泡內的氣壓為𝑃ᇱ，皂泡外的氣壓為 P，皂泡半徑為 R，由皂泡半球的靜力平

衡可得 

                   𝑃ᇱ ൈ 𝜋𝑅ଶ ൌ 𝑃 ൈ 𝜋𝑅ଶ ൅ 2 ൈ 2𝜋𝑅 ൈ 𝛾 

 

𝑃ᇱ െ 𝑃 ൌ
4𝛾
𝑅

ൌ
4 ൈ 5 ൈ 10ିଶ 𝑁 𝑚⁄

0.04 𝑚
ൌ 5 𝑁 𝑚ଶ⁄   

 

(b) 

設在 30 ℃時，物體和水的體積分別為 V1 和 V2，當物體和水的溫度同時升至 80 

℃時，兩者體積各為 V1+ΔV1 和 V2+ΔV2，水面的高度沒有改變，但物體有十分

之二的體積浮出水面，設 f 為物體在水面下與水面上的體積比值，則 

𝑉ଵ ൅ 𝑉ଶ＝𝑓 ൈ ሺ𝑉ଵ ൅ ∆𝑉ଵሻ ൅ ሺ𝑉ଶ ൅ ∆𝑉ଶሻ 
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