
教育部 99 學年度高級中學數理及資訊學科能力競賽物理科決賽 

筆試試題（一）參考解 

【第一題參考解】 

圓柱體的轉動慣量 I 為  ∑∑∑ ⋅⋅Δ⋅Δ⋅Δ 2
0)( ρρσθρρ z
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圓柱體的質量 M 為  ∑∑∑ ⋅Δ⋅Δ⋅Δ ρσθρρ 0z
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∑∑∑  

2

5
3 MRI =∴  

當撞擊力之力臂為 H 時，圓柱體完全滾動而不滑動，則 

       (1) MaF =

 αατ 2

5
3 MRFHI =⇒=   (2) 

 αRa =       (3) 

式(2)除以式(1)後將式(3)代入，得 
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a

RH
5
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5
3 2 =⋅=

α  
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【第二題參考解】 

假設容器內氣體為理想氣體，則 1.0 mol 氣體之體積為 

P
nRTV =  
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510

1088.1
)/1001.1()760/100.1(

)300()/31.8()0.1(
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atmPammHgmmHg

KKmolJmol

×=

×××
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= −  

每一氣體分子所佔體積 

AnN
V

N
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因此，氣體分子之平均距離為 
m1078.6 53 −×== vd  
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【第三題參考解】 

(1) 如圖所示 

小球所受之向心力
R
vmNgmFc

2
1

1 cos =−= θ  

設離開處之角度為 1θ ，離開時小球瞬間速率為  1v

離開瞬間 0=N ，即 
R
vmgmFc

2
11

11 cos == θ   (1)  

從最高點至離開處，小球的位能轉成動能， 

即 2
1111 2

1)cos1( vmgRm =− θ       (2) 

解(1)(2)，得 1111 cos
2
1)cos1( θθ gRmgRm =−  

即 cos 1θ =
3
2  ，代回(1)，得 56

3
2

1 == gRv  (m/s) 

1θ v1 
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(2) 1v 之水平分量 54cos 111 == θvv x ，垂直分量 10sin 111 == θvv y  

離開處距地面高度為 45)cos1( 1 =+ θR  

   設小球到達地面前瞬間之速率垂直分量為  '
1yv

   由  即  asvv 22
0

2 += )cos1(2)sin( 1
2

11
2'

1 θθ ++= gRvv y

得 =10'
1yv 10 ，由地面反彈後離地瞬間之垂直速度大小亦為 10 10 [註] 

設由離開處至落地經過之時間為 ，1t 110101010 t+= ， 1101 −=t  

設由地面反彈至最高點經過之時間為 ，2t 21010100 t−= ， 102 =t  

設最高點的高度為 h，由 gh2)1010(0 22 −= ，得 h = 50 

由離開處至最高點的水平距離為 54240)(cos 211 −=+ ttv θ   

離開處之 x 座標為 59sin 1 =θR ，所以最高點之 x 座標為 40 2 +5 5  

即小球反彈至最高點之座標為 (40 2 +5 5 , 50) 
 

(3) 1m 反彈至最高點時，垂直速度大小為 0，水平速度大小為 4 5  

在此瞬間與靜止懸吊之 發生彈性碰撞 2m

因 ，所以 與靜止之 彈性碰撞後， 21 mm = 1m 2m

2m 之速度大小 54cos 112 == θvv  [註] 

設 繞行至圓周最高點時，其速度為2m 2v′  

繩長 L 之最大值發生在當 繞行至圓周最高點時， 2m

僅由重力擔任向心力之情況，即此時 2v′為做圓周運動可允許之最小值 

2m 繞行至圓周最高點時，向心力
L
vmgmFc

22
2

′
==      (3) 

(0, 0) (Rsin 1θ , 0) 

2v

2v  ′



考慮動位能之轉換，
2

222
2
22 2

1)2(
2
1 vmLgmvm ′=−       (4) 

解(3)(4)，得 L=1.6 (m) 
 

(4) (a) 將 L=1.6 (m) 代回(3)，得 42 =′v  (m/s) 

   (b) 將 L=1.6 (m) 代回(4)，得 42 =′v  (m/s) 

      (c) 因 ，所以 與靜止之 彈性碰撞後將動能完全轉移[註]， 21 mm = 1m 2m

所以整個過程(從圓環滑落…圓周運動)可視為同一小球所經歷。 

小球在繞行至圓周運動最高點時，距離地面為 2.5326.150 =×+  (m) 

小球最初在圓環最高點時距地為 542 =R  (m) 

考慮動位能之轉換，
2

222
1)2.5354( vmmg ′=− ，可得 42 =′v  (m/s) 

 
[註] 一維彈性碰撞，考慮動量與動能守恆， 

    可得 b
ba

b
a

ba

ba
a v

mm
mv

mm
mmv )2()(

+
+

+
−

=′    b
ba

ba
a

ba

a
b v

mm
mmv

mm
mv )()2(

+
−

+
+

=′  

    當 碰撞前為靜止，即bm 0=bv 時 

若 ，則 ，ab mm >> aa vv −=′ 0=′bv  

若 ，則 ，ab mm = 0=′av ab vv =′  
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【第四題參考解】 

x 

x 
d y 

0x2
dx +=  

2
dx −=  

 
 

電量為 的粒子於e− x 軸方向上距原點 x 處（ 00 xx << ）， 

根據高斯定律，通過面積 A之電通量： E
QEA
ε

Φ = =  ，    

令所包圍之高斯面為一個立方體，範圍在 x x x′− ≤ ≤ 、
2

'
2

yy l
y

l
≤≤− 與

2
'

2
zz lzl

≤≤− ，則 ， zyllA 2= xll zyVQ ρρ 2== ， 

在 x 處之電場強度   
xE ρ
ε

=  

電力為   e xF eE maρ
ε

= − = − =  

粒子的加速度   
ea x
m
ρ
ε

= −  

由於粒子進行簡諧運動，則  2 (2 )a x xω πν= − = −  

粒子的振盪頻率  
1

2
e
m
ρν

π ε
= ， 

粒子的振盪週期  1 2 mT
e
επ

ν ρ
= =  
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【第五題參考解】 

小球第一次撞擊地面時速度為 ，則 1v

mghmv =2
12

1
 

所以 ↓= ghv 21 。第一次撞擊後 ↑= ghv 21 ，此時鋼板同時落下速度為 =0，

則小球與鋼板撞擊時間 滿足 

2v

1t

11

2
112

2
111

   
2
1

2
1

tv

gttvgttvh

=

++−=
 

所以
g
ht

21 = ，此時小球的速度為 

↑=−=
2

2' 11
ghgtghv ， 

高度為 

hgttvH
4
3

2
1 2

111 =−= ； 

同時鋼板的速度為 

↓==
2

' 12
ghgtv ， 

因此相對於鋼板而言，小球的速度是 ↑gh2 。因為鋼板質量遠大於 m，小球與

鋼板的撞擊等同於與地面的撞擊，所以撞完後小球相對於鋼板的速度是 ↓gh2 ， 

然而鋼板本身的速度為 ↓
2
gh

，所以小球相對於地面的速度是 

↓↓=+↓=
2

3
2

2"1
ghghghv 。 

因此小球第二次撞擊地面時間為 滿足 2t
2
221 2

1"
4
3 gttvh += ， 

所以
g
ht ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

2
1362 ，小球第二次撞擊地面時速率是 

ghgtv 6" 21 =+ 。 

鋼板因為質量遠大於小球，與小球撞擊後所損失的速度可忽略不計，因此以全程 

都是自由落下來計算。落下總時間為 ( )
g
htt 2621 −=+ ，所以鋼板高度為 

( ) ( )httgh 332
2
1 2

21 −=+− 。 
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【第六題參考解】 

液體在半圓區流過如圖 1 
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圖  1 

由圖 2，圓弧上取一段長 ，液體質量sΔ mΔ ，受向心力
R
mv2Δ  

由圖 3，許多微小的力向量合成一圓弧，大小為總量的
π
2
倍  

圖  2                             圖  3 

向心力合向量在 x−  方向，大小為 

222
22

222 vrRr
R
v

R
vm ρππρπ

ππ
==Δ                 (1) 

在 時間 A 處的 動量變成 B 處的tΔ mvΔ mvΔ− 動量 

液體受力 = 22
2

2  
t

2 2 vrtvrv
t
mv ρπρπ

=
Δ

Δ
=

Δ
Δ      (2) 

同(1)  

由圖 4，液體沿彎管受粘滯力 f，合力為向下的阻力
π
f2  

液體在 B 處壓力 ，在 A 處壓力BP 2r
fPPPP BBA π

+=Δ+=  

A 

B 
y 

R 

θ x 
C 

r 

B 

A B 
F
r

 Δ

F
r

Δ
A 



可視為 A 處壓力為
2

)
2

( PPPB
Δ

+
Δ

+ ，B 處壓力為
2

)
2

( PPPB
Δ

−
Δ

+  

其中
2
PPB

Δ
+ 在彎管內各處為均勻壓力不產生力。

2
PΔ
在 A 處造成對液體的推力

2
f
。因粘滯力的消耗沿圓弧推力漸減，在 C 處不受推力，過 C 處吸力漸增。 

2
PΔ

− 在 B 處造成對液體的吸力
2
f
，液體沿圓弧受力 f（見圖 5）。 

B 
B 

2
f

阻力 f 

π
f2  

C 

2
f

A 
A

圖  4                                     圖  5 

由圖 6，AC 段液體在θ角取 θΔ 範圍，兩邊各受推力 

)
2

( θθ
π

Δ
+=′

ff 和 )
2

( θθ
π

Δ
−=

f O C ′f 。此範圍在圓弧切

線方向受推力
π
θΔf
，和粘滯阻力

π
θΔf
相抵消。二邊 

 f ′ 2
θΔ

ΔN 

 f ′Δθ 

θ 

推力與此段中點的切線成夾角皆為
2
θΔ
，產生 方向

的作用力

R̂

θ
π
θθ
Δ≅

Δ′ ff )
2

sin(2 ，此力由彎管的抗力抵

消。 

A 

2
θΔ  

圖  6 

AC 段抗力的 y 分量為 θθθ
π

Δ∑ sinf
。若取 

1sin ≅θ ，
822

1
2
1

2
0

2ππππθ =×××<< ∑ 值接近區間的則  

而
2
1

6
sin =

π
，

36332
1

2
1

3
0

2ππππθ =×××<< ∑ 值接近區間多算的  

故 96.0
98

7
2

0
2

≅
×

<< ∑ ππθ 值接近區間的 。 

x 分量則為 θθθ
π

Δ− ∑ cosf
。 

     

由圖 7，BC 段液體在θ 角取 θΔ 範圍，兩邊各受拉力
π
θff =′ 。此二力與此
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段中點的切線夾角皆為
2
θΔ
。產生 R̂− 方向的力 θ

π
θθ
Δ≅

Δ′ ff )
2

sin(2 。BC 段抗

力的 y 分量為 θθθ
π

Δ∑ sinf
，x 分量則為 θθθ

π
Δ∑ cosf

。 

此二段抗力的 y 分量的和應為
π
f2
，x 分量則互相抵消。 

彎管內整個液體受外力如圖 8。 

2
f

2
f

 π
f2抗力 

黏滯力 π
f2

 2
θΔ

2
θΔ

 f ′

 f ′θ 

B 

 

C 

圖  7                                圖  8 
 
 
附微積分解法 
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見圖 6，由 C 處出發，在θ處取 θΔ 。圓弧運動的推力
π
θ

π
θ fff =⋅=′

2
2

 

抗力
θ θ
π

θθ
Δ

Δ
=Δ≅′=Δ

fffN '
2

sin2  

AC 段抗力的 y 分量為 

   )dcoscos(dcosθdsin
/2

0

/2
0

/2

0

/2

0
AC , ∫∫∫ −

−
=−==

π
π

ππ

θθθθ
π

θ
π

θθ
π
θ fffN y  

        
π

θ
π

π ff
=−−= )sin0( /2

0
 

同理 CB 段抗力的分量也是
π
f
，抗力的總共 y 分量為

π
f2
。 

 



【第七題參考解】 

(1) 初始時球半徑 0
0 015 cm 3

5 cm
rr R= ⇒ = = ，故在海平面時的氣球內初始壓力為 

( )2
0 7

1 11 0.03 1 0.1 3 1.01897 (atm)
3 3iP ⎡ ⎤⎛ ⎞= + − + × ≈⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

 

在高度 公里時，球半徑為 ，升空過程為絕熱(h r 7 /5γ = )，得球內壓為 
7 /53 2

0 0
0 1.01897  (atm)i i

r rP P
r r

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ≈⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

1/5

 

此時球外大氣壓力為 
( )( )1 7 20.03 1 0.1a i b iP P P P R R R− −= − = − − + ×  

故此時高度為 

( )( )
21/5

1 7 201 1.01897 0.03 1 0.1
1
0.11 0.11

a

r R R R
P rh

− −⎛ ⎞− + − +⎜ ⎟− ⎝ ⎠= =
×

 

由於靜力平衡：  24 brt r Pπ π=  

故可得氣球所受表面張力為 
4 b

rt P=  

破掉時的極限為 

( )( )1 7 20.03 1 0.1 101325 75 N/m
4 100

r R R R− −− + × × =
×

 

1 0.1 9.86923r R
R

⎛ ⎞⇒ + × ≈⎜ ⎟
⎝ ⎠

25 0.02 9.86923 15.6 (cm)r r⇒ + ≈ ⇒ ≈  

此時高度為 

( )( )
21/5

1 7 201 1.01897 0.03 1 0.1
1.4 (km)

0.11

r R R R
rh

− −⎛ ⎞− + − + ×⎜ ⎟
⎝ ⎠= ≈  

球內溫度為 
1 6/5 6/5

0 0
0 0

15290 276.7( )
15.6i i i

V rT T T K
V r

γ −
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = = ≈⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

球外溫度為  290 6.5 280.9 (K)aT h= − ≈

故球內外溫差為  4.2( )a iT T K− ≈

 
(2) 因為是可逆絕熱膨脹，所以內能的總變化量= −球內氣體對外所作的功 

( )
0 0

0

7 /5 2/ 5

0 0
0 0 0

5 5
2 2

V
V V

i i iV V
V

V VPdV P dV P V PV P V
V V

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − = − = = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∫ ∫ 0 0i

 ( )0

5
2 i inR T T= − ( )0 0

0

5 276.7 290
2

i

i

P V
T

= −

 ( )
3

6

41.01897 155 1013253 276.7 290 (J)
2 290 10

π×
= − ×  

≈ 167(J)  
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(3)球內密度為 
21/5 3

5 30 0
6/5

0

2 g /1.01897 8.56997 10 g/cm
0.082 290

i H
i

i

PM r r
RT r rr

r

ρ −⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = ≈ ×⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎛ ⎞× ⎜ ⎟

⎝ ⎠

l  

大氣密度為 ( )( )
( )

1 7 2

3
0.03 1 0.1 28.8

g/cm
0.082 290 6.5 1000

ia a
a

a

P R R RP M
RT h

ρ
− −⎡ ⎤− − + ×⎣ ⎦= =

− ×
 

當到達最大高度時，浮力平衡重力： 

( )
34

3a i

r mπρ ρ− = b
 

⇒ ( )
( )

3 3
5 301 0.11 28.8 48.57 10 g/cm 15

82 290 6.5 3
h r r

h r
π−

⎧ ⎫−⎪ ⎪⎛ ⎞− × =⎨ ⎬⎜ ⎟− ⎝ ⎠⎪ ⎪⎩ ⎭
 

又 

21/5

0 51 1.01897 0.03 0.1
5

0.11

r r
r rh

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠=

×
 

代入消去 可解得  r h ≈ 3.1 (km)
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