
教育部 99 學年度高級中學數理及資訊學科能力競賽物理科決賽 

筆試試題（二）參考解 

【第一題參考解】 

(1) 由繩波波速公式：
μ
Fv =  

其中 為繩之張力、F μ為繩之線密度 

而兩繩之張力為懸掛物重之一半，即：
221

MgFF ==  

可得兩繩上的繩波波速 、 分別為： 1v 2v
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(2) 於繩上形成駐波之條件為：兩定點之間距為繩波半波長之整數倍，即： 

2
λmd = 、  Nm∈

利用 λfv = 改寫條件為： 

 
mf

vmd
2

=  

繩上可產生的駐波頻率為： 

 
d
vmfm 2

=  

得繩 及繩 可能產生的駐波頻率分別為： 1L 2L
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(3) 繩 1L 基音與繩 2L 的第二泛音相同，即需滿足條件： 

2311 ff =  

此時 、 ，代入上述駐波頻率計算結果得： gMF 11 = gMF 22 =
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式子兩邊平方再消去相同變數得： 
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【第二題參考解】 

分析幾何關係 
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(1) 無法從右側出射之限制條件為：右側介面發生全反射 
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(3)  
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【第三題參考解】 

(1) 由圖 1(a)可看出水波在深水區傳播時，由於水體底面未受擾動，故水波的傳

播速率應和深度 h 無關。參考下圖所示，A、B 和 C 分別為水面上波峰、波

谷和平衡點的位置。從設於地面的參考坐標系來看，A 和 B 兩處的水質點在

水平方向的速度分量分別為u (向右)和 u− (向左)，u 為水質點作圓運動的切線

速率，其在鉛直方向的速度分量為零。假設一觀察者以與波速 v 相同的速度

運動，則此觀察者將可見到一靜止在水面上的波形。從觀察者的參考坐標系

來看，靠近水面的水質點順著波形由右向左流動。A 和 B 兩點的速度分別為 

 

        (1) (Av u v v u= − = − −

波速 v
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)

)        (2) (Bv u v v u= − − = − +

取水平面為重力位能的零點，利用白努利方程式可得 

  21 1
2 2A

2
Bp v ga p v gaρ ρ ρ+ + = + − ρ    (3) 

式中 a 為水質點作圓運動的半徑。將(1)和(2)兩式代入(3)式，得 

     (4) 2 2( ) ( ) 4v u v u ga uv ga+ − − = ⇒ =

由於 u 為水質點沿切線方向上的運動速率，故u aω= ，式中ω為水波的角頻

率，以之代入(4)式，可得 

 ( )a v ga v gω ω= ⇒ =  (5) 

因為 2 2 vfω π π
λ

= = ，代入上式，得
π

λ
2

gv = 。 

 

(2) 參看下圖所示水波在淺水區的傳播情形，此時位在同一鉛直線上的水質點皆

以同一速度運動。仿照上題的解法，設一觀察者以與波速 v 相同的速度運動，

則從觀察者的參考坐標系來看，水質點順著波形由右向左流動，A 和 B 兩處

的速度分別為 ( )u 和 ( )uAv v= − − Bv v= − + 。取水平面為重力位能的零點，利

用白努利方程式，可得 

波峰 A

波谷 B 

水平面 
y 

x 
平衡點 C



波速 v

y 波峰 A水平面 
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2 21 1( ) ( )
2 2

p v u gb p v u gb uv gbρ ρ ρ ρ+ − + = + + − ⇒ =  (6) 

式中 b 為水波的振幅。利用流體的連續方程式，可得 

       (7) ( )( ) ( )( )v u h b v u h b vb uh− + = + − ⇒ =

由(6)和(7)兩式消去 b，可得 v 。 gh=
 
  

波谷 B 
平衡點 C

x uh -u 



【第四題參考解】 

(1) 由線量型牛頓第二定律 

11 maTmg =−  

通過圓盤軸心的轉動，應用角量型牛頓第二定律 

11 αIRT =  

角加速度和線加速度的關係為： 

Ra 11 α=     11 2
1 maT =  

由上三式可得 

T1

a1mg 

  g
mRI

ga
3
2

/1 21 =
+

=  

 

(2) 由線量型牛頓第二定律 

112 maTTmg =−+  

22 maTmg =−  

通過圓盤軸心的轉動，應用角量型牛頓第二定律 

1
2

11 2
1 αα mRIRT ==  

2
2

22 2
1 αα mRIRT ==  

角加速度和線加速度的關係為： 

Ra 11 α=     11 2
1 maT =  

122 aRa +=α    )(
2
1

122 aamT −=  

由上三式可得 

mg 

mg 

T1

T2

a1

a2

  gaa 24 21 =−   gaa 23 21 =+−  

  ga
11
8

1 = ,  ga
11
10

2 =  

 

(3) 由線量型牛頓第二定律 

112 maTTmg =−+  

223 maTTmg =−+  

33 maTmg =−  

通過圓盤軸心的轉動，應用角量型牛頓第二定律 
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1
2

11 2
1 αα mRIRT ==  

2
2

22 2
1 αα mRIRT ==  

3
2

33 2
1 αα mRIRT ==  

角加速度和線加速度的關係為： 

Ra 11 α=     11 2
1 maT =  

122 aRa +=α    )(
2
1

122 aamT −=  

233 aRa +=α    )(
2
1

233 aamT −=  

由上三式可得 

  gaa 24 21 =−   gaaa 24 321 =−+−   gaa 23 32 =+−  

  ga
41
30

1 = ,  ga
41
38

2 = ,   ga
41
40

3 =  

 

mg 

mg 

T1

T2

a1

a1

(4) 設系統包含 N 個串聯圓盤，如圖所示，從上向下對

圓盤編上號碼。第 k 號圓盤受到第 k 根線向上拉力

Tk、向下重力 mg 以及第(k+1)線向下拉力 Tk+1。列出

第 k 個圓盤運動方程式 

kkk maTTmg =−+ +1     (1) 

式中 為環質心加速度在運動方向上加速度分量。

對於任何圓盤都適用。因為第(N+1)號線根本就不存

在，所以

ka

01 =+NT （由此可見，對於 k = 1~N，我們列

出 N 個方程式，這 N 個方程中含有 2N 個未知量 ( , )。 ka kT

kkk mRIRT αα 2

2
1

==  

1−+= kkk aRa α ,   k = 1 ~ N   

可得 )(
2
1

1−−= kkk aamT  

從這方程式中將表示拉力式子代入(1)方程式，最後得到 

gaaa kkk 24 11 =−+− +− ,  k = 1 ~ N    (2) 

在這方程組中應該認為 ，因為這是第一個圓盤懸掛點的加速度。沒有

第(N+1)根線， ，所以

00 =a

01 =+NT NN aa =+1  
 

現在根據(2)式以展開形式列出對於三個圓盤情況下方程組 
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gaa 24 21 =−  

gaaa 24 321 =−+−    (3) 

gaa 23 32 =+−  

解此方程組，得到 

ga
41
30

1 = , ga
41
38

2 = , ga
41
40

3 =  

注意，在 N 為任意有限值的情況下，方程式(2)均可以解答。顯然當 N 增加時

計算難度增大。假如 ，又會怎樣呢？這就是我們要討論的問題，它對

於即使 情況也是正確的。 

∞→N

∞→N
 

假設第一個圓盤的加速度等於 

cga =1                     (4) 

式中 c 是某一常數，它是我們需要確定的。現在過渡到以加速度 運動的座

標系裡，在此加速座標系裡描述所有圓盤的運動。從第二個圓盤開始，這與

我們原來的問題相似，區別只是在等效重力加速度為 的引力場中進行運動。 

1a

'g

( )cgagg −=−= 1' 1  

圓盤的總數減少 1。因為按照前面圓盤很多，自然認為上邊(第二個) 圓盤的

加速度等於 

''1 cga =  

因而，在靜止參照系裡第二個圓盤的加速度等於 

)2()'('' 112 ccgggccgcgaaa −=+=+=+=            (5) 

將表示 和 的(4)和(5)式代入方程組(3)第一個方程中，求出 c 1a 2a

0222 =−+ cc ， 

得   13 −=c  

由此可見，當 N 足夠大時，第一個圓盤的加速度等於 

ga )13(1 −=  

0.66

0.67

0.68

0.69

0.7

0.71

0.72

0.73

0.74

0 2 4 6 8 10 1

圓盤數量（N）

第
一

個
圓

盤
加

速
度

a1
 (

g
)

2

綜合以上結果，第一個圓盤的加速度： 

N=1    gga 667.03/21 ==

N=2    gga 727.011/81 ==

N=3   gga 7317.041/301 ==  

∞→N   gga 73205.0~)13(1 −=  
 

雖然圓盤數量越多，第一個圓盤的加速度越快，但在數量為多於兩個圓盤串

聯後，第一個圓盤的加速度，就不太會增加了，而趨近 ga )13(1 −= 。 
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【第五題參考解】 

如圖所示，利用兩條光線的交點，可求得燈泡成像的位置。 

 

藉由 Snell，s Law，在水與空氣的介面上，可

以得到入射角 θ與折射角θ ′的關係為 d1 
sin
sin

w

air

n
n

θ
θ

=
′

  

d 

d2 (由於 θ與θ ′皆非常的小，且 1=airn ) 

因此可化簡成 θθ ′≈ wn  

 

燈泡的位置為 O 點，位於水面上高度為

的 距 離 ， 而 水 面 下 深 度 為

的底部為一面大鏡子，燈泡所成

的像位於 I 處，假設 I 位於鏡面下 d 處。 

cmd 2501 =

cmd 2002 =

 
在三角形 OAB 中 

1 1tanAB d dθ θ= ≈  
而在三角形 CBD 中 

2 22 tan 2 2
w

BC d d d
n2
θθ θ′ ′= ≈ ≈  

所以，在三角形 ACI 中，，因此 

2
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【第六題參考解】 
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【第七題參考解】 

(1) 表面張力的效應可忽略，且 λ>>h ，故由圖(a)知： ( ) 12tanh ≈λ
πh ，所以表面

重力波的形式可以寫成：
π
λ

2
gv = 。速度可以寫成：

k
g

k
v ==

ω
，因而可以

得到 gk ×=2 ，微分後可以得到 gdkω d ×=ωω2 ，故群速度可以寫成： 

v
k
gg

dk
dvg 2

1
2
1

2
====

ω
ω

，所以群速度是速度的
2
1
倍。 

 
(2) 重力的效應可忽略，且 λ>>h ，故由圖(a)知： ( ) 12tanh ≈λ

πh ，所以表面張力

波的形式可以寫成：
ρλ
πγ2

=v 。速度可以寫成：
ρ
γω k

k
v == ，因而可以得

到
ρ
γω ×= 32 k ，微分後可以得到

ρ
γωω ×= dkkd 232 ，故群速度可以寫成：

vkk
dk
dvg 2

3
2
3

2
3 2

====
ρ
γ

ρ
γ

ω
ω

，所以群速度是速度的
2
3
倍。 

 
(3) 海嘯產生時，波長較海水的深度大很多，即 λ<<h ， ( ) λ

π
λ

π hh 22tanh ≈ ，故

海嘯波速可以寫成： ( ) ( ) hgv ×= ， hghg
×⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛≈×⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+= λ

π
π
λ

λ
π

ρλ
πγ

π
λ 2

2
2tanh2

2

也就是
k

hgv ω
=×= ，故海嘯波速僅與重力加速度和海水深度有關，所以群 

速度等於速度。 
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